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1

Einfiihrung wir brauclen ¢

- gerings Fehlen (Mess- )

- gerave Alodelle

7 Mouthomatisleren

Beobachtung Modellierung Simulation
(Messfehler) (Modellierungs- (Approzimations-
fehler) fehler)
Reale Welt — Beobachtete Welt — odellwelt — Simulierte Welt

Experimental- Ingenieure, Mathematiker

Physiker & Physiker, (Numerik)

Ingenieure Mathematiker

(Analysis)

Je genauer, auch im Sinne von mehr Daten, die beoDaemtete Welt ist, desto komplexer muss die Modellwelt
werden um nicht zu viele der beobachteten Daten zu ignorieren. Dies fithrt in der Regel zu komplizierte-
ren Modellen, welche in der Regel nur noch sehr schwer 16sbar sind und gegebenenfalls zu einem grofien
Simulationsfehler fithren.

Typischerweise lassen sich Verédnderungen, also Ableitungen, leichter beobachten, weswegen viele Modelle
gewoOhnliche oder partielle Ableitungen beinhalten. Beim Losen gilt es die Aktion des Inversens dieser Diffe-
rentialoperatoren auf eine problembezogene Funktion anzuwenden.

Beispiel 1.1 (Freier Fall)

Beobachtung: Erdbeschleunigung g ~ 9,81m/s?.

Modellierung: Die Masse m > 0 sei in einem Punkt konzentriert und es gibt keinen Luftwiderstand also
keine Reibung. Auf die Masse wirkt also nur die Schwerkraft. Das Koordinatensystem ist so gewéhlt, dass
y(0) = 0 und y(¢t) > 0, wobei y(t) die Position in Abhingigkeit von der Zeit ¢ beschreibt. Der Korper wird
aus der Ruhelage losgelassen, d.h. £4(0) = (0) = 0, Aus dem Newton’schen Kréftegleichgewicht folgt

d2 5e5€ﬁm;0
mﬁy(t) =myj(t) = Fs = mg.

Wir erhalten die gewohnliche Differentialgleichung (DGL) mit Anfangsbedingungen

§(t) =g, y(0)=0, y(0)=0.

Simulation: Zum Losen dieser DGL (siehe Kapitel sei v(t) = g(t). Folglich ist 0(t) = g. Integrieren
liefert v(t) = gt + C7 mit beliebiger Integrationskonstante C; € R. Aus der Anfangsbedingung folgt ¢(0) =
v(0) =0 =g-0+ C; = Cy. Integrieren der Substitutiongleichung_q%: v(t) = g(t) liefert y(t) = 1gt*> + Co
mit C; € R. Die zweite Anfangsbedingung ergibt y(0) = 0 = 1¢-0? + Co = Cs. Somit ist y(t) = %th die

Simulation eines frei fallenden Objektes.

Beispiel 1.2 (Mathematisches Pendel)

Beobachtung: Erdbeschleunigung g ~ 9, 81m/s?.

Modellierung: Die Masse m > 0 sei in einem Punkt konzentriert. Der Faden mit Lénge [ sei masselos und
es gibt keine Reibung bei der Aufhdngung und mit der Luft. Auf den Massepunkt wirkt nur die Schwerkraft.
Das Superpositionierungsprinzip liefert: Schwerkraft Fo = Fr + Fg, siehe Bild Die Riickstellkraft Fg
ist dabei tangential zur Kreisbahn. Die Fadenspannkraft Fg ist orthogonal zu Fr und die Schwerkraft wirkt

nach unten. Also ist
Fo— (@ﬁ/P Sohverbraf} nor nach onfen

V

:j,m
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2 1 Einfiihrung
Das Kriftegleichgewicht lésst sich in einer Formel schreiben als
m - aan(t) = —mg - sin(§(t))

mit Tangentialbeschleunigung a;ay, (£) und Winkel ¢(t). Fiir die Winkelbeschleunigung gilt azan (t) = 1 - @(t).
Somit erhalten wir die Differentialgleichung

m&@ = —mgsin(é(t)) & )+ ‘(l—]sin(gb(t)) = 0f

Die Anfangsauslenkung und -geschwindigkeit seien ¢(0) = ¢ und ¢(0) = ¢;. Wegen dem sin(¢(t)) konnen
wir zur Zeit obiges Problem nicht exakt und explizit 16sen. Wir miissten auf numerische Verfahren zum Losen
zuriickgreifen oder die Modellierung anpassen. Wenn wir also zusétzlich annehmen, dass ¢ klein ist, so ist

sin(¢) ~ ¢ und das Problem wird dadurch Linearisiert: L A .
) > £ nicht weel

3t + %5@) =0 mit ¢(0) = ¢o und ¢ = ¢;. aussdrmhgm

Abb. 1.1: Skizze des mathematischen Pendels.

Beispiel 1.3 (Volterra Modell) (Jiw - We- MOJ@

Sei die Population von Jégern J(t) > 0. Ebenso sei die Population von Beute B(t) > 0. B vermehrt sich mit
konstanter Rate 8 > 0 und wird von J gejagt, so dass

B'(t) = BB(t) — aB(t)J
(t) =pB(1) (t)J(t)

o W_ St'c'é' W p nw
mit a > 0. Fiir J soll analog gelten nev tod JGJM y ,J
J() = —J(8) + aB() (1) Sefarpne Bouke Lokt Jagn an

mit v > 0. Sei die Anfangspopulation J(0) = Jy und B(0) = By, so erhalten wir das System von Differenti-

algleichungen /
£ () - Gh“asiss) (- (£),
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2

Kochrezepte fiir elementare DGLs

T |
Wichtg fot P’"I“% e

Dieses Kapitel ist dem exakten Losen von gewohnlichen Differentialgleichungen (DGLs), engl. ordinary dif-
ferential equations (ODEs), gewidmet.

2.1 Grundlegende Definitionen

Definition 2.1
Sei ) # D c R**! offen und f : D — R stetig. Dann heifit
n

) .— di — f(l', yvylvy”a v ’y(n—l)) y = oo tee Fé’b’ (21)

s

explizite gewOhnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung. Allgemeine Differentialgleichungen der Form

nur 1 voniable F(z,y,y,...,y™)=0 e e = () Fo"‘

heiflen implizit.

Definition 2.2
Sei I C R ein echtes Intervall, d.h. ein Intervall mit mindestens zwei Punkten. Eine n-mal differenzierbare
Funktion ¢ : I — R heifit Lésung von (2.1]), wenn fiir alle z € I gilt

1. (z,6(z), ¢ (z),...,6"V(z)) € D, > ale Werte I1m De). Feretch ) ) y
2. (0. 0(@), ¢ (@), 6 (2)) = 9 a). ~5 Eine Kombiathion Cygll mil Voslonten) Losk olie exel PEL.

Definition 2.3
Sei (&,m1,m2, - ..,mn) € D. Dann heift

y(&) =m, ¥(€) =m, s y"TE) =m0 (2.2)
Anfangsbedingung fiir (2.1). Beides zusammen heifit Anfangswertproblem (AWP).
Definition 2.4 ()] N’/
er
Ist ¢ : I — R eine Lésung von und gilt () ﬁq d”p Jn/ Mr MIQ

f\%

5 €1 sowie ¢(§) =M, .- (5) = n- (23)

So ist ¢ eine Losung des Anfangswertproblems (2.1))-(2.2)).

Definition 2.5
Das Anfangswertproblem (2.1))-(2.2)) heifit 16sbar, wenn es ein echtes Intervall I C R mit £ € I und eine
Losung ¢ : I — R des AWP gibt.

DGL n-ter Ordnung sind in einem gewissen Sinne dquivalent zu Systemen von DGL 1. Ordnung.

Definition 2.6 .
Sei ) # D C R**! offen und f : D — R” stetig, dann heifit



4 2 Kochrezepte fiir elementare DGLs iq()t, Y4(}') oo yn(x)

Y1 I 2(...
=7 = fag) = Fa e un)= (2.4)
Yn, Jh(xlyn(x)/"'/”'(r) Wé
ein explizites System von n Differentialgleichungen 1. Ordnung oder auch System n-ter Ordnung. L
L Sy.s}ell

Definition 2.7 =0
Ist (§&,7) = (&1, ..,mm) € D so heifit B.S

- . qua)
y(ﬁ) =1 bzw. y1(§) =115 Yn(€) =1

( 0) Qn
Anfangswert fiir das System (2.4]) und ( ) heifit ebenfalls Anfangswertproblem.

Definition 2.8 . .
Sei I C R ein echtes Intervall und ¢ : I — R™ eine differenzierbare Funktion, dann heifit ¢ Losung von ([2.4)),
falls fiir alle x € I gilt

L (z,¢(x)) J%D&) Ny o#vl;‘ pichl mischen mif DéL nte Ordmln}

2. ﬂ(m) =
Erfiillt q_g auch (2.5)), so ist es eine Losung des AWPs.
Satz 2.9
Sei die explizite DGL n-ter Ordnung
y ™ = f@,y,y sy Y) (2.6)
gegeben. Dabei sei ) # D € R™*! offen und f : D — R stetig. Mit )@MSQJZ’M
e — (n 1)
Y1 =1, yg.——y!... 1
geht (2.6) iiber in das System ‘ L’ Yll s Y' =y Subsdll‘l/"’w‘/ Gllml u
N
vi Yo Yo Ocdnong n -> Ordny
Y5 y y - -
) 2 & & doefir gf¢” 4%[ > ﬂil.
ynfl Yn Yn

y;l f(x7yl7y27"'7yn) f(l',:lj)
Ist (&,7) = (&, m,-..,mn) € D, so sind

—7717 sy =n, und (€)= 77
Anfangsbedingungen von 1 ) bzw.
Die Gleichungen ( ) und (| D smd
Ist ¢ Losung von i S0 1st

‘ ¢: (¢7¢/a"'a¢)(n_l))T
Losung von (2.7)).
Ist umgekehrt .

¢: (¢1a"'a¢n)T
Losung von (2.7)), so ist ¢ = ¢1 Losung von (12.6)).
Bewets. Hausiibung. a
l,.;’BeisEiel 2.10' !
Die DGL 2. Ordnung " . .
//+y:0 = 7.~yf0 W'?@Lﬂl
mit den Anfangsbedingungen y(0) = 0, y’(0) = 1 ist dquivalent zu dem System y ! =y ': ¥
()= (%) = (o) -0)

)= = .

Ya — y2(0) 1
Die Funktionen y(z) = sin(z /Jnd Y

i (),

sind die eindeutigen Losungen dieser Anfangswertprobleme.
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2.2 Explizite Gleichungen 1. Ordnung 5
2.2 Explizite Gleichungen 1. Ordnung
-

Sei ) # D C R? offen, (z9,y0) € D und f : D — R stetig. Wir betrachten im Folgenden

y' = f(x,y) gef. mit der Anfangsbedingung y(zq) = yo. (2.8)

2.2.1 Gleichung mit getrennten Variablen
Sei

dr
mit f: I — Rund ¢g:J — R stetig fiir I, J C R.
Kochrezept 2.11 (Trennung der Variablen, TdV)

Wy = j(@)-g(y) } form moss nichl mmer m-?l‘“ Sech

wean /(x)a;o vnd l(y)l?o
donn y(XO=yeo Uonstondo lo’.tun’

1. Auf stationiire Losungen ¢(x) = yo mit g(yo) = 0 iiberpriifen.
2. Variablen trennen J
Y
— = f(z)dz.
9(y) )
3. Integrieren

[ _ z)dr =: F(z)+c¢
G(y)-—/g(y)—/f()d F(@) +c

4. Bei AWP die Integrationskonstante ¢ = G(yo) — F(z¢) an die Anfangsbedingung anpassen.
5. Eventuell die implizite Gleichung nach y oder nach x auflésen.

Beispiel 2.12
Sei
N Y _
y(z)=—= und y(2)=1
x

1. Die einzige mogliche stationire Losung ist y(z) = 0. Aber diese steht im Widerspruch zu y(2) = 1.

2. Trennung der Variablen

&y = —lda:
Yy x

3. Integrieren

4. Integrationskonstante anpassen
¢ = In([yo) + In(|zo[) = In(1) + In(2) = In(2)

5. Nach y auflésen

y = +exp(In(2)) - ﬁ = ; & Un(lyl) = - Ln(h) +Ln(0)

da x und y nach Anfangsbedingung positiv sind. 5vad 'w ﬂb Jaco L' Matre

BRI (Satz der lokalen Umkehrbarkeit) ~A

Sei D C R™ offen, a € D, b:= f(a) und f : D — R" stetig differenzierbar mit V f(a) invertierbar/ Dann gibt
es offene Umgebungen U = U(a) C D C R™ um ¢ und V =V (b) C R™ um b, so dass f : U — V bijektiv ist.
Die Umkehrfunktion f=!:V — U ist stetig differenzierbar mit

Gesell(l)s 50 1) = (©h) P

Ist f k-mal stetig differenzierbar, so ist auch f~! k-mal stetig differenzierbar.

(Eindeutigkeitssatz fiir Gleichungen mit getrennten Variablen)
Ist (zo,y0) € I x J mit I, J C R offene Intervalle und g(yo) # 0, so ist das AWP

y'(x) = f(x)g(y) mit y(zo) =yo (2.9)

und f: I —- R, g:J — R stetig eindeutig losbar.



6 2 Kochrezepte fiir elementare DGLs

y
Beweis. “Existenz”: G(y) ::yf ﬁ dt ist eine Stammfunktion von % mit G(yo) = 0. G ist wegen G'(yo) =

0
@ # 0 und der Stetigkeit von G’ = é in einer Umgebung von yy umkehrbar. Die Funktion f ist nach

Voraussetzung ebenfalls stetig. Also ist F(z) = [ f(¢) dt eine Stammfunktion von f mit F(z¢) :’(‘). Wegen
Zo

G(yo) = 0 ist G71(0) = yo und eine Losung des AWP st gegeben durch = F{OL
KXo

denn es gilt ) Y
-1
L ¢(900) =1y, = 5 (F(xo)
2. ¢ ist in einer Umgebung von x( definiert und ist differenzierbar nach dem Satz der lokalen Umkehrbarkeit, ¢/~
W—

3. ¢/(2) = (G (F(2)) - F'(2) = grg=brma /(@) = 9(0) (@) o/

“Eindeutigkeit”: Sei ¢(z) irgendeine Losung des AWP, d.h. ¢/ (x) = f(x)g(¢(z)) in einer Umgebung von zy.
Mit der Substitution u := () folgt

L z x
_ [ 1 g Y'(t) _ — F(x — G F(x
6= | / o) / foa=rw = L= T

Yo

Also stimmt jede Losung mit der konstruierten Losung aus dem Existenzteil des Beweises iiberein. a

2.2.2 DGLs vom Typ: y’ = f(axz + by + ¢)

Sei ¢y = f(az + by + ¢). Fiir b = 0 ist dies eine Gleichung mit getrennten Variablen. Sei deshalb b # 0. Die
Substitution z = ax + by + ¢ fithrt das Problem auf eine Gleichung mit getrennten Variablen zuriick.

Lemma 2.15

Seien a,b,c € R, b # 0 und f : I — R stetig in I C R. Dann gilt: Ist ¢(x) eine Losung der DGL ¢y’ =
flaz + by + ¢), so ist Y(z) := ax + bp(x) + ¢ eine Losung der DGL 2’ = a + bf(z) vom Typ Trennung der
Variablen und umgekehrt.

Beweisskizze. "=: ' =a+bd'(x) = a+bf(¢)

"eg =g —ar—c) = ¢ = (¥ —a) = p(a+bf(¥) —a) = fax + b + ¢) O

Kochrezept 2.16 (fiir v = f(ax + by + ¢))

1. Substituiere
z=ax + by + c.

2. Dies liefert die DGL
2 =a+by = <a+bf(z)> -1

vom Typ Trennung der Variablen.
3. Die Losungen sind implizit in

dz
xxo/wa(z)

enthalten. L‘.) EU& gdkl‘i}Ul}fan

Beispiel 2.17
Sei

y = (z+y)*
d.h. a =b =1, ¢ = 0. Substitution liefert

z=a4+y = Z=1+y =1+Ff2)=1+2%

Das Trennung der Variablen Kochrezept ergibt
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2.2 Explizite Gleichungen 1. Ordnung 7

1
arctan(z) :/mdz = /ld:z: =z+4+c¢ = z=tan(r+c).
Riicksubstitution liefert
y=z—x=tan(z +c¢) —x.
2.2.3 Ahnlichkeits-DGLs

Definition 2.18
Sei f: I — R stetig in I C R\ {0}. Dann heifit

J = f@) (2.10)

eine homogene oder Ahnlichkeits-DGL.

Analog zum vorherigen Abschnitt fithren wir solche DGLs mit der Substitution z = £ auf eine Gleichung mit
getrennten Variablen zuriick.

Lemma 2.19
Ist y(z) eine Losung der homogenen DGL ([2.10)), so ist z(z) := y(;) eine Losung von
2z +z=f(z) bzw. 2 = fe) == (2.11)
x

und umgekehrt.

Kochrezept 2.20 (fiir y’ = f())

1. Substituiere
Y = 2.
2. Dies liefert die Gleichung
y =z + 2= f(2).

3. Losen dieser Gleichung mit dem TdV-Kochrezept liefert qj f(}(‘A S‘t/égﬁf/yér&
/ dz [dz
fx)—z ) z°
Beispiel 2.21
Sei
,_Yytx % +1
v= y—z  L-1°

Die Substitution y = xz liefert

, z+1  z2(z-1) 22 —2z-1
v =y —z2= =- .

z—1 z—1 z—1
Das Trennung der Variablen Kochrezept ergibt
-1
_z-l L __fd=
22 —-2z-1 x
1 2z -2 1

1
& In(]z2-22—-1])=In (|552> +¢

1
= |z2—22—1|:—2~6
T

9 1
&z —2z—1:c~—2.
T
Riicksubstitution liefert

2

y? —2xy — x® = 2%2? — 2222 —2? =G
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8 2 Kochrezepte fiir elementare DGLs
2.2.4 Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung

Definition 2.22
Sei I C R ein Intervall, zg € I, yo € R und a,b: I — R stetig. Eine DGL der Form

y' = a(z)y + b(z) (2.12)

heifit lineare DGL 1. Ordnung und

Y =a(x)y +b(z), y(xo)=1yo (2.13)

heifit lineares AWP 1. Ordnung. Die Funktion b(z) heifit Stoérglied oder Inhomogenitét. Die Gleichung heifit
homogen, falls b = 0 ansonsten inhomogen.

y = a()y (2.14)
heifit die zu (2.12)) gehorige homogene Gleichung.

Satz 2.23 (Struktursatz fiir lineare Gleichungen 1. Ordnung)
Alle Losungen der inhomogenen DGL (2.12)) haben die Form

y(2) = ys(2) + yn(@) = ys(2) + cn ()

mit einem beliebigen ¢ € R. Dabei ist y; eine spezielle Losung der inhomogenen DGL sowie yp eine
beliebige und|y; eine Basislosung der zugehorigen homogenen DGL . Die Losungsschar der inhomoge-
nen Gleichung bildet also einen 1-dimensionalen affinen Funktionenraum. Die Losungsschar der homogenen
linearen Gleichung 1. Ordnung bildet einen 1-dimensionalen Vektorraum.

Beweisskizze. Die Funktion y = ys + cy; mit ¢ € R ist eine Losung von , denn
y' =y, +eyy = a(x)ys +b(x) + ca(x)yr = a(x)(ys + cyr) + b(z) = a(x)y + b(x).
Seien y, § beides Lésungen von (2.12)). Dann gilt fiir die Differenz z =y —
7=y =y =alx)y+b(x) — a(z)j - b(z) = a(x).
Die Differenz zweier Losungen ist gerade eine Lésung von alsoist z =y — 9y =cy1. a
Zum Losen von mit Hilfe des Struktursatzes ist zuerst mit Trennung der Variablen die Basislosung

oo [ ot

Zo

zu berechnen. Fiir die spezielle Losung ys machen wir jetzt den Ansatz ys(z) = c(x)yi(x) mit einer unbe-
kannten Funktion ¢(z). Damit ys eine spezielle Lésung ist muss gelten

o is =cd(@)y1 + c(z)yy = ¢ (z)y1 + c(@)a(z)y (z /:\ a(z)ys(z) + b(z) = a(z)e(z)yi(z) + b(z).
olglich hat PI’M’-!% \‘) L L. U,‘Jr bﬂdes L

/ b(t) 7

@) =bz) = o) = / dt

Jn (t)

zu gelten. Alles ineinander einsetzten liefert die Losung

0= (e [~ [atra)a) o futar)

Zo

fiir (2.12)) bzw. (2.13)). Diese Argumentation fithrt auf folgendes Kochrezept.
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2.2 Explizite Gleichungen 1. Ordnung

Kochrezept 2.24 (Variation der Konstanten, VdK)

1. Bestimme eine Stammfunktion

Alz) = / a(z) da.

2. 41 == €A ist eine Basislosung der homogenen Gleichung 3/ = a(x)y.
3. Bestimme eine spezielle Losung y, der inhomogenen Gleichung durch den Ansatz

Ys = c(z)y1(2).
4. Fiir ¢(x) erhalten wir die direkt zu integrierende Gleichung

b(x)

d(@)y(x) =b(z) <& ()= & cajz/ dx.
@ (@) = bia) @)= @= [0
5. Integrieren und Einsetzen liefert ys.
6. Die allgemeine Losung der inhomogenen DGL ist

Y =ys+cn

mit ¢ € R.
7. Gegebenenfalls ¢ an die Anfangsbedingung anpassen.
Beispiel 2.25

Sei
Y =2y+e’ mit y(3)=-2.

Es ist a(x) = 2 und b(z) = e®. Ausfiihren des Kochrezepts VAK erfolgt in folgenden Schritten
)

1. Az) = [2dz =2z

2. yi(z) = e*

3. u(a) = ()’

4. d(z) =e%e 2@ ="

5. c(z) = [e"dr = —e" = y,(z) = —e Te* = —e”

6. y(z) = —e® + ce**

T yB)=—2= —2=— &b & =24 = 3 _ 976

2.2.5 Bernoulli- und Ricatti-DGL

Definition 2.26
Sei « € R, I C R offen und a,b: I — R stetig. Dann heifit

Y = a(x)y + b(z)y"

Bernoulli-DGL mit Exponent a.

(2.15)

Fiir @ =0 und g =1 ist dies eine lineare- Ordnung. Fiir a = 0 oder b = 0 ist dies eine DGL vom Typ

getrennter Variablen.\, u Benashebon *

Kochrezept 2.27 (fiir y' = a(z)y + b(z)y®, Bernoulli-DGL)

1. Multiplikation von mit y~— ¢ liefert
Yy~ = a(a)y' ™" + b(x).
2. Die Substitution z = y* =%, also y = 21/~ liefert
Z=(1-a)y "y
3. Dies liefert die mit VdK zu l6sende lineare DGL 1. Ordnung

Z=(1-a)a(x)z + (1 — a)b(z).

(2.16)
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Riicksubstitution ergibt y.

Bemerkung 2.28 1. Ist y : Iy — R- eine positive Losung von (2.15)) auf dem Teilintervall Iy C I, so ist

z =y~ eine positive Losung der linearen DGL (2.16)) und umgekehrt.

Ist @ ¢ Z, so ist y® nur fiir y > 0 definiert. Also kénnen auch nur positive Funktionen y Losungen von

(2.15) sein.

Ist @ > 0, so ist y = 0 eine spezielle Losung. Es kann sein, dass weitere Losungen in die z-Achse einmiinden

z.B. bei y' = /|y

. Ist @ € Z, so kann es auch negative Losungen fiir (2.15) geben.

Ist o € Z ungerade, so ist mit y auch —y eine Losung von . Aus den positiven Losungen z(x) von
([2.16)) erhalten wir bis auf y = 0 alle Lésungen von in der Form y = +z1/(1—a),

Bernoulli-DGL ¢ = a(z)y — b(z)y®. Gegeniiber (2.15) wurde hier b(z) durch —b(z) ersetzt. Also ist

11—«

z = —u'~® eine Losung der urspriinglichen linearen DGL (2.16). Aus der Losung z(z) der Gleichung
([2.16) erhalten wir, bis auf y = 0, alle Losungen von (2.15)) in der Form y = sgn(z) - |z(z)|"/ (=),

Ist o € Z gerade und y eine negative Losung von (2.15)), so ist u(z) = —y(z) eine Losung der geiinderten
2.15

Beispiel 2.29

Sei

Y +ry=2y® & y =-zy+ay’

Esist « = 3. y = 0 und y = +1 sind offensichtliche Loésungen. Multiplizieren mit y~3 liefert

'y ay i =1,

Die Substitution z = y~2 liefert jetzt

2
=2y %y = —E(—my +zy*) & 2 —222=-2z.

Die homogene Gleichung 2’ = 2zz hat die allgemeine Losung zj, = 026902 mit ¢ € R beliebig. Wie leicht gesehen
werden kann ist z; = 1 eine spezielle Losung. Somit ist z = 1+ ce*” und y = +1/v/1 + ce*”.

Definition 2.30
Seien a,b,c: I — R mit I C R. Dann heif}t /

Ricatti-Gleichung.

y = a(fv/p b(x)y + c(x)y? (2.17)

Fiir ¢ = 0 ist dies eine lineare DGL 1. Ordnung und fiir @ = 0 eine Bernoulli-DGL.
Kochrezept 2.31 (fiir v/ = a(z) + b(x)y + c(z)y?, Ricatti-DGL)

3.
4.
D.

Versuche durch sinnvolle Rate-Ansétze eine spezielle Losung y; von (2.17)) zu bestimmen.
Die Substitution z = (y — y1) ! liefert fiir z die lineare DGL
2 = —(b(x) + 2¢(z)y1)z — c(x).

Lose diese lineare DGL.
Eventuell die Anfangsbedingungen einarbeiten.
Y=z —|— y1 und y; sind Losungen der Ricatti-DGL -

Belsplel 2.32

Sei

Y+Qe+ly—y’=1+z+2> & y=@-y+@-y’+1L
1

Offensichtlich ist y; = x eine spezielle Losung. Die Substitution z = 7= it %Zl =3y’ — 1 liefert fiir z die
lineare DGL (
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7 =z—1
Mit dem Kochrezept Variation der Konstanten folgt
z=14Ce"

mit C € R beliebig. Somit hat die urspriingliche Ricatti-Gleichung die Lésungen

1

—~ und y=u=.
1+ Cer 10 Y77

y=a+

2.3 DGL hoherer Ordnung

2.3.1 DGLs vom Typ: y kommt nicht vor 'V' y
Sei l//
y™ = f@y "y

Durch die Substitution z = g’ ldsst sich die Ordnung der DGL um eins reduzieren. So ist
AR flr,z,2 ..., z(”72)).

Beispiel 2.33
Sei

y" = 2xy/ & z=vy und 2 =2zz.

Dafiir ist z = Ce(®) mit C € R und somit y = Cfe(zg) dz +C.

2.3.2 DGLs vom Typ: £ kommt nicht vor

Sei
v = fy,y).

Differentialgleichungen dieser Art heiflen autonom (selbststéndig, unabhéngig), da die unabhiingige Variable
x nicht auftritt.

Kochrezept 2.34 (fiir y” = f(y,y’), autonome DGL) —3 PI)yJ;L

1. Losungen von f(n,0) = 0 liefern die stationiire Losungen y = 7 (Ruhelage). <3 2.8. Perdo( W nadh
2. Mit der Substitution

vnfen
y'(@) =p) =py) = ¥ =W v =0 p=pp
3. Wir erhalten fiir p(y) die DGL 1. Ordnung L> lfaflanro'u[
f = f( ) ,) = f( ) )
@L;gelz) Y,y Y,p

4. Bestimme die allgemeine Losung p = p(y) dieser Gleichung (1. Integration).
Eventuell die Anfangsbedingung y'(xzo) = p(yo) = vo einarbeiten.
6. Lose ¥’ = p(y) mit Trennung der Variablen (2. Integration)

D Gors, x:/j&,

py)

ot

7. Eventuell die Anfangsbedingung y(z¢) = yo einarbeiten.
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Beispiel 2.35

Sei
5yy” + (y)? =0, y(0)=y'(0)=1
So ist ( /)2
no__ Yy _ /
V= T . y).

Wegen 4/ (0) = 1 gibt es keine stationire Losung des AWPs. Die Substitution ¢’ = p(y) liefert

P 1
Sypp’ = —p* & = 5

Trennung der Variablen liefert wiederum
p=Cy /5.

Die Anfangsbedingungen yo = y(0) = 1 und vy = ' (0) = 1 liefern
1=C-175,

also C' =1 und somit p = y~/5. Trennung der Variablen liefert jetzt
5 ~
x:/y1/5dy: 6y6/5+0.
Aus der Anfangsbedingung y(0) = 1 folgt
5 .
0=--14C
6 +¢

also C' = f%, und somit ist

die Losung.

. /
2.3.3 DGLs vom Typ: y” = g(y) (tew X Od& y)

Sei

Multiplizieren dieser Gleichung mit 3’ liefert
v'y" —y'gly) = 0.

Deshalb gilt fiir die Energiefunktion

T
1

Bl = 30@)° - [v(©au(©)dé =C = const
N— z0

kinetische Energie

potentielle Energie

Beachte, dass % E(y,y")(x) =vy'y" — y'g(y) = 0. Die Substitution n = y(&) liefert
) y
Bl.y') = 3 - [gtnydn=c,
Yo

Kochrezept 2.36 (fiir y’ = g(y), Energiemethode)

1. Die Losungen (Nullstellen) von g(n) = 0 liefern die stationéren Losungen y = n (Ruhelage).
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2. Bestimme die Stammfunktion

G = [ ot dy
3. Auflésen der Energiegleichung (y')? = 2G(y) + C nach y’ liefert
y = +/2G(y) + C.

4. Vorzeichen und 1. Integrationskonstante C; an die Anfangsbedingung anpassen.
5. Obige Gleichung fiir ¢’ durch Trennung der Variablen losen, also

d
Y (R TR,
+ 2G(y)+01

6. Eventuell nach y auflésen und Cy an die Anfangsbedingung anpassen.

Beispiel 2.37 (Pendelgleichung, siehe Beispiel
Sei
y" +ysin(y) =0

mit v > 0. So sind y = kr mit k € Z die Ruhelagen. Die Energiemethode liefert

y = :l: Cl —+ 2’YCOS Zl: Ol + 2"}/ *4’)/81112(%)
—— 2

=Cs

Seien die Anfangsbedingungen y(0) = 0 und y’(0) = vg > 0 gegeben. So ist

/(@) = | fvg — dysin’(3)

solange der Radikand > 0 ist, also fiir |sin(§)| <

Vo
25

y
0/ — 4y sm2(§)

was sich nicht trivial nach y(z) auflosen lisst.

2.4 Potenzreihenansatz

Satz 2.38
Sei D C R™*! offen und (x¢,y0) € D. Die Koordinatenfunktionen fj, von f : D — R™ seien um (z,%o) in
Potenzreihen entwickelbar. Dann ist das AWP

y/ = f(z,y), y(ZEO) = Yo

eindeutig losbar und die Losung lasst sich um g in eine vektorwertige Potenzreihe

i) = Zak(m — x0)*
k=0

entwickeln.

Der Potenzreihenansatz wird immer an den Typ der DGL angepasst, lduft aber immer nach dem gleichen
Muster ab. Wir zeigen das Vorgehen hier nur exemplarisch fiir einen Typ.

Kochrezept 2.39 (Koeffizientenvergleich, Potenzreihenansatz)
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1. Sei
y(n) = f(x7 y’ A 7y(n_l)) (2'18)

mit den Anfangsbedingungen

y(z0) = y0, ¥'(x0) = Y1, -y ¥ (@0) = Yoo

2. Wir machen den Ansatz -
y = Zak(:c — x0)*
k=0

Damit sind

o0
Yy = Zak(as —x0)F
k=0

y':Zkak(x—xo Zk—i—l apy1(z — x0)F
k=1 k=0

Y = Zk(k—i— 1)ak+1(:b—x0 Z kE+1)(k+2 ak+2(x—x0)k
k=1 k=0

Y™ =37k 1) - (ko n)agsa(e — z0)F

ES
I
o

3. Die Anfangsbedingungen liefern ag = y(xo) = 5o, a1 = ¥'(x0) = y1, -+, (n — D0an_1 = y@ D (z) =
Yn—1-

4. Den Potenzreihenansatz fiir y und die Potenzreihen von f in die DGL ([2.18)) einsetzen und die restlichen
Koeffizienten durch Vergleichen bestimmen.

Beispiel 2.40

Sei
v =a?+y", y0)=1
und
o
y= Z apz®.
k=0
Somit ist

y/ = Z(k -+ ]_)akJrl.’Ek
k=0

und aus der Anfangsbedingung y(0) = 1 folgt ag = 1. Einsetzen in die DGL liefert mit dem Cauchy-Produkt

fiir Reihen
e} 00 2 0o k
Skt Dot =10 (Yt ) =4 3 (L sy )
k=0 ;=0

k=0 k=0
Koeflizientenvergleich ergibt:

Zuz': a1 =ap-ap=1 = a1 =1
Zu z': 2a9 = apay +a1ap=14+1=2 = ax=1

4
Zu 22 3az =1+ (apaz + a1a1 +asap) =1+1+14+1=4 = (J,g:g.

Fiir £ > 3 finden wir leicht die Rekursionsformel

(k+ Dagy1 = Za]ak 5

Diese Riccati-Gleichung ist nicht “elementar” l6sbar. Zeichnen der ersten Potenzreihenapproximation liefert
uns jedoch ein Gefiihl fiir die Losung.
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24— n = |
—_—n =
22— n = N
n =
2 ”
_n =
1.6 | N
1.4 N
1.2 N
1
0.8 | N
0.6 |- ]
L L L L L L L L L
0 5.10-2 0.1 015 02 025 03 035 04 045 0.5

n
Abb. 2.1: Darstellung der Potenzreihenapproximation y ~ > aza* fiir unterschiedliche n.
k=0

Anstelle des Koeffizientenvergleichs gibt es noch die Methode der fortgesetzte Differentiation.

Kochrezept 2.41 (Fortgesetzte Differentiation, Potenzreihenansatz)

1. Sei
y'(x) = f(z,y(x)), yl(zo) = vo

2. Wir machen den Ansatz

und somit ist n!a, = y™ (zq).
3. Es gilt

0lag = ao = y(zo) = Yo
la; = a1 =y (z0) = f(20,y(z0)) = f(z0,50) = f(z0,a0).
Fiir ag leiten wir die DGL y/(z) = f(z, y(z)) nach z ab. Dies liefert

y' = %f(%y(x)) = fo(@,y(x)) + fy(2,y(2)) - ¥/ (2)
und damit
2las =y (xo) = fu(z0,a0) + fy(z0,a0) - ai.

Erneutes Ableiten liefert

YO = foal,y(@) + fuy (2, 9(@) -y (@) + fay(@,9(2)) -y (2) + fo (2,9(2)) -/ (2) -/ (@) + fy (@, y(2)) -y (@)
= fao(@,y(@)) + 29/ (2) fay (2, y(2)) + (4 (2))* - fyy (@, y(@)) + 3" (@) - fy(2,y(2)).

und damit
3lag = frz(70,a0) + 2a1 fuy(20, a0) + ai fyy (70, a0) + 2! as f,(xo, ao).

Die a, mit n > 4 werden analog bestimmt.
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Beispiel 2.42 (Vgl. Beispiel [2.40))
Sei
y =a?+y%, y0)=1L

Mit der Methode der fortgesetzten Differentiation erhalten wir

0!a0=a0=y0:1 =a9=1
lay = a1 = y'(z0) = 4'(0) = (y(0))* = =a;=1
2lay = 2as =y (x0) = (2z + 2yy')| _ 0—2y 0)-4/(0)=2-1-1=2 =ay=1

8
3lag = 6as =y (zo) = (2 + 2(y')? +2uy")|,_, =21 +1+1-2) =38 a3 =
4 as = 24as = v _ 1o/l (3) —-6-.1- 1.8 = — —§
lay = 24ay =y (z0) = (4y'y" + 2yy”" + 2yy )‘_ =6-1-2+2-1-8=124+16=28 = a4 =5;

2.5 Lineare Systeme

Wie wir am Anfang dies Kapitels gesehen haben, lassen sich DGLs n-ter Ordnung in ein System von n DGLs
1. Ordnung umschreiben. Im Fall von linearen Systemen mit konstanten Koeffizienten ldsst sich wieder ein
Kochrezept zum exakten Losen dieser formulieren.

Sei A = A(xz) € R™*" eine reelle Matrix. Die Matrixnorm || - || wird durch die Vektornorm || - || induziert.
Insbesondere gelte Duﬁ Len,

[A- B <[[All-[[B und [[Ayl] <Al [lyll.

Ableitungen und Integrale werden immer komponentenweise verstanden. So ist

/A(x) do = (/ 0 (x) da:)i

Im folgenden bendtigen wir die Matrix-Exponentialfunktion, d.h. die fiir alle Matrizen A € R™*™ konvergente
Matrixreihe

»J

| A iAk TrArtazy oy
= eX = —_— = — —
emep k! 2" 6
k=0
Die Matrix-Exponentialreihe konvergiert beziiglich jeder Norm auf R™*™ absolut und gleichméfig auf Kom-
pakta. Fiir submultiplikative Normen gilt

o

>4

k=0

lle)l =

oo 1 oo
—||AF|| < AllF = ellAll,
;;’“ [ Z:: A" =

Wann immer die Matrixmultiplikation wohldefiniert ist gelten
1. (AB) = A'B+ AB’
2 ||f7 Actyae| < [ 1A at
3. Fiir stetig differenzierbare Matrixfunktionen gilt

A-A=A"A = (=4 et=et A

4. Fiir konstante Matrixfunktionen gilt
(eAz)/ —A. eAm.

5. Aus AB = BA folgt eeP = A8 = eBeA. Insbesondere ist efe™ =T und (e4)~! = e~ 4.

z 0 k0 e 0
Beispiel 2.43 1. exp( ) Yo H (Ow) =Y e w (0 w):(O ew>

2. exp Y\ _ e cosy —siny
’ Yy x siny cosy
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2.5 Lineare Systeme 17

Beweis. Sei J = <(1) ()) So ist A : (i _xy> = xl + yJ mit I und yJ vertauschbar. Daher gilt

e = el . ¥/ Wegen Teil 1 gilt e*! = e*I, und wegen J? = —1I, J3 = —J, J* =1, etc. gilt

0 oo k, 2k x(—1)k 2k+1 .
yJ _ k (=" . _ [cosy —siny
e 2 k' J kZ:O 28! —1I+ ZO 2k+ ol = cos(y)I + sin(y)J = <siny cosy ) :

Wie fiir linear DGLs gilt fiir lineare Systeme

Definition 2.44
Sei ) # I C R ein offenes Intervall, zg € I, yo € R” und A : I — R™™" b : I — R"™ stetig. Eine DGL der
Form

y' = Alx)y + b(x) (2.19)

heifit reelles lineares DGL-System n-ter Ordnung. Die Funktion b(z) heifit Stoérglied oder Inhomogenitit. Das
System heifit homogen, falls b = 0, ansonsten inhomogen.

y' =A@y +b(x), y(@o)=1yo (2.20)
heifit lineares AWP n-ter Ordnung.

Satz 2.45 (Struktursatz fiir lineare Systeme)
Alle Losungen des inhomogenen Systems (2.19) haben die Form

y() = ys(x) + yn(z) = ys(x) + Cry1(z) + ... + Cryn ()

mit beliebigen C; € R. Dabei ist y, eine spezielle Losung des inhomogenen Systems sowie yp eine
beliebige Losung des zugehorigen homogenen Systems. ¥y, . . ., ¥, sind Basislésungen des homogenen Systems.
Die R™ wertigen Losungen eines linearen Systems n-ter Ordnung bilden einen n-dimensionalen affinen Funk-
tionenraum iiber R. Dieser ist sogar ein Vektorraum wenn b = 0.

Definition 2.46

Eine Matrix Y = (y1,...,Ym) heilt Losungsmatrix des homogenen Systems, wenn die Spalten y; Lésungen
sind. Fiir die Losungsmatrix gilt die Matrix-DGL Y’ = A(z)Y". Ist m = n so heifit die Losungsmatrix Wronski-
Matrix. Sind die Spalten y; linear unabhéngig, so heiffit die Wronski-Matrix auch Fundamentalmatrix. Die
Spalten bilden dann ein Fundamentalsystem, also eine Basis des Losungsraums.

Fiir denn Fall eines homogenen Systems ldsst sich die Losung explizit angeben

Satz 2.47
Sei B: 1 — R™™ mit B-B' = B'- B, so ist Y(z) = ¢ eine Fundamentalmatrix des homogenen Systems

y' = B'(x)y.

Ist A konstant, so ist B(z) = Az und Y (z) = e4* die Fundamentalmatrix. Im Fall von Anfangsbedingungen
ist die eindeutige Losung somit y(z) = y(z0)eA®=%0), Eine alternative Moglichkeit zum Bestimmen einer
Losungsbasis ist die Eigenwertmethode

Kochrezept 2.48 (Eigenwertmethode fiir y’ = Ay mit konstanter Matrix A)

1. Bestimme die Eigenwerte A\, von A und ihre Vielfachheit m,, also die Nullstellen des charakteristischen
Polynoms x(A) = det(A4 — A\I).

2. Zu jedem Eigenwert ), der Vielfachheit m, sind m, lineare unabhingige Losungen der Form p; (z)erv®
mit Vektorpolynom p;(z) vom Grad < j (j =0,1,...,m, — 1) zu bestimmen

3. Das so bestimmte Fundamentalsystem ist im Allgemeinen komplex. Da die Matrix A reell ist, liefern
Real- und Imaginérteil des komplexen Fundamentalsystems ein reelles Fundamentalsystem.

Bemerkung 2.49 1. Uber C zerfillt das charakteristische Polynom in n Linearfaktoren. Es gilt also

> my, =n.
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2. Zu jedem Eigenwert A\, werden als erstes die zugehorigen Eigenvektoren v € C™ bestimmt. Denn, wie
leicht gezeigt werden kann ist y = ve*® mit konstantem v € C" \ {0} genau dann eine Lésung von
y' = Ay, wenn v ein Eigenvektor von A zum Eigenwert ), ist.
Liegen m, linear unabhéngige Eigenvektoren vor, so haben wir bereits genug Losungen. Ist hingegen
die geometrische Vielfachheit k, echt kleiner als die algebraische Vielfachheit m,, so werden suggestiv
m,, — k, weitere Losungen konstruiert. Als erstes werden Losungen der Form p;(x)e?® mit linearem p;
bestimmt, dann solche mir quadratischem p; und so weiter. Dafiir machen wir ein Ansatz mit unbestimm-
ten Vektorkoeffizienten und setzen diesen in das homogene System ein. Die Koeffizienten werden dann
durch Koeffizientenvergleich bestimmt.

3. Ist A reell aber die Eigenwerte sind komplex, so treten diese immer in konjungiert komplexen Paaren mit
gleicher Vielfachheit auf. Auch besitzen die Eigenwerte A und A konjugiert komplexe Eigenvektoren und
liefern somit konjugiert komplexe Basislésungen.

Satz 2.50 —> ThgasProngen B
Sei A € R™*™ konstant, A1, ..., A\x verschiedene reelle und Agy1 = g 1438511, - -5 Asy Aktdy - -5 As = s—105s
die verschiedenen echt komplexen Eigenwerte von A, jeweils mit der Vielfachheit m,. Dann existiert ein reelles
Fundamentalsystem zu 3y’ = Ay der Form

eA”zp,,J(x), 0<j<my,, 1<v<k)

Re (Mp,s(2)) , Tm (M7, 5(a)), (0<j<my k<p<s

~

Beispiel 2.51
Es sei

b (11
y —Ay—(4_3)y-

Die Matrix A hat den doppelten Eigenwert A\ = —1 mit dem Eigenvektor v = (1,2) . Die erste Basislosung
ist daher ¢ (x) = ve™*. Fiir die Zweite machen wir den Ansatz y = (a+bx)e . Einsetzen in die DGL liefert

y =be " — (a+ b:z:)elz = Ay = Aae”* + Abze® = —b= Abundb—a= Aa.
Foglich ist b = v = (1,2) " und durch direktes Berechnen a = (0,—1)". Somit ist ¢o(x) = (z,2x — 1) Te™".

Die Fundamentalmatrix ist
1 =z
_ —x
Y(z)=e (22x1>‘

Die Bestimmung einer Losung fiir inhomogene Systeme basiert wie im ein-dimensionalen auf Variation der
Konstanten. Sei Y ein Fundamentalsystem des homogenen Systems 3’ = A(z)y, so erhalten wir eine spezielle
Losung durch den Ansatz

ys = Y(2)é(x) = c1 (@) (z) + ... + cn(@)yn (). (2.21)

Einsetzen in das inhomogene System y’ = Ay + b liefert Y (z)¢’ = b(z) oder auch ¢’ = Y ~'b. Als Fundamen-
talmatrix ist Y stets invertierbar. Somit ist ¢= [ Y ~!(z)b(z) dz und die spezielle Losung somit

(@) =Y(@) [ YD) e
Ist A konstant, so ist Y (z) = 4% und

ys(z) = oAz /w e*Agb(f) d¢ = /w eA(fL’*g)b(f) d¢.

0

Im Fall einer konstanten Matrix A kann VdK durch einen Rateansatz ersetzt werden. Hat der Storterm die
Form

b(x) = p(x)e”
mit einem vektorwertigen Polynom p vom Grad k, so existiert eine spezielle Losung der Form

ys(z) = q(x)e™”

mit einem vektorwertigen Polynom ¢. Ist A kein Eigenwert von A, so ist der Grad von ¢ kleiner gleich k. Ist
hingegen A ein m-facher Eigenwert, so ist der Grad von ¢ kleiner gleich m + k, Ist der Storterm die Iumme
solcher speziellen Storglieder, so lisst sich das Problem mit Hilfe des Supgfpositi inzips sukzessive Losen.

'= Ay abath > Veluchhal S
Vi a0 yamyany dom YR

Ve'= /Jy? t b2 -_-f(y)i»bq thy
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Beispiel 2.52
Es sei

/o —x __ 1-1 1 —x
y = Ay +pe* = <4_3)y+<0>e .

Die Matrix A hat den doppelten Eigenwert A = —1 mit dem Eigenvektor v = (1,2)". Die Fundamentalmatrix

ist
Vo= (30, ) />§'“’ g«

Weil p konstant und A = —1 ein doppelter Eigenwert ist, liefert der Rateansatz y,(z) = g(z = (a+bx+
cx?)e~*. Einsetzen in die inhomogene Gleichung liefert

Koeffizientenvergleich ergibt
(A+Dc=0, (A+Db=2¢c, (A+DNa=0b—(1,0)"

mit den Losungen ¢ = v = (1,2)7, b= (1,0)" und a = (0,0)". Die allgemeine Losung lautet daher

2 -z I -z
y(x) = ys(x) + Cry (z) + Coya(z) = (x2;x> e +G (2) TG (2xx 1) c
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Analysis fiir DGLs .
Lischitz kombpate:

- wie slarle a&r/ wech da
fynkbonswerd arndon pro

4r}quMm?

Ziel dieses Kapitels sind Beweise zu Existenz, Eindeutigkeit und Abhéngigkeiten der Losung von den Daten
(rechte Seite und Anfangswert). Die meisten Aussagen werden fiir reellwertige Losungen formuliert. Verall-
gemeinerungen zu vektorwertigen Losungen sind dem Leser als leichte Ubung iiberlassen. Ebenso lassen sich
die rechtsseitigen Streifen- und Quaderversionen zu linksseitigen Versionen leicht umschreiben.

3.1 Grundlegende Resultate

Satz 3.1 (Banachscher Fixpunktsatz)
Sei D # () eine abgeschlossene Teilmenge eines vollstéindigen und normierten Raumes X und

UMM 2(ghen f:D=D
ein kontrahierender (Lipschitz-Konstante L < 1) Operator, dann existiert genau ein Fixpunkt z* € D von f,

und die durch
Tpi1 = f(zn) fir n=0,1,2,... L’/[KO-’X’

gegebene Folge konvergiert fiir jeden Startwert xo € D gegen z*. Es gelten zudem die a priori Fehler-

abschitzung
* Ln
e — 2" < 2y — o M. Fakler

und die a posteriori Fehlerabschatzung

N\
W'.( VM MM W, Von x"/

borzrondl el lebzber And.

wobei L < 1 die Kontraktionszahl des Operators représentiert.

L
_ ¥ <
ln -2 < T

”xn - xn—l”,

Beweis. Aus z,, = f(x,-1) folgt unmittelbar
21 = 2nll = || f(2n) = f@n-)|| < Ll = 2pa|| < L2 2n-1 = 2o < - < L2y — 20l.

Fiir p > 1 liefert dies mit der Teleskopsumme, der Dreiecksungleichung und der geometrischen Reihe
l|Xntp = Xnap-g # Xnep-r = %n )
P P , Ll 1—Lr
[Zntp — @all < 21 |Znti — Tpyial| < ZIL"HAH% — o = [lzr — @0 L™ 2” = ||lz1 — x| L" 1-1°
1= 1= 1=

D
Folglich ist {x,,} C D eine Cauchy-Folge, weil die rechte Seite in der obigen Abschétzung fiir n hinreichend
grof3 beliebig klein wird. Weil D eine abgeschlossen Teilmenge eines normierten Raums ist, ist lim,_, o z,, =
x* € D. Weil jeder kontrahierender Operator trivialerweise stetig ist, ist

¥ = lim x, = lim f(zp,—1)=f(lim z,_1) = f(z)
n—oo n—oo n—oo
und x* somit ein Fixpunkt.

Seien z* und y* beides Fixpunkte von f, so gilt
e UGS, = S,

\Y §“‘1“\V"~Xrﬁ
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e — ¥l = £ (@) — f)| < Llla* =y < U X"y

mit [ < 1. Daraus folgt z = y* und die Eindeutigkeit des Fixpunktes.
Fiir die Fehlerabschiitzungen haben wir (die Norm ist stetig)

. . . 1-—1LP
J* = all = | i vty = 2all =l sy = ] < Jim =L = a0l = T2 — L
Analog zu oben erhalten wir
P P i 1—L»
Zn4p — znll < Z |Znti = Tpyial| < ZLZ”xn — ZTp—1l| = |Tn — xnfluLZLl = ||lzn — zp-1||L 1—1
i=1 i=1 i=0
und damit sofort
) i 1—-LP L
I = zall =l lea sy = all  lin lien = 21 [LT =2 = T2 flon = 2l
(]

Definition 3.2 (Lipschitz-Stetigkeit bzgl. y)
Die Funktion f(z,y) mit f: D — R™ mit D C R x R™ heifit Lipschitz-stetig bzgl. y, wenn eine Konstante
L > 0 existiert, so dass fiir alle (z,y), (z,7) € D gilt

f@ o) = f@al <Lly=gl. —> Fimklionsweddnduiny it properliorel
Definition 3.3 (Lokale Lipschitz-Stetigkeit bzgl. y) v "rw MM (mtl M’O’ L>

Die Funktion f(z,y) mit f : D — R™ mit D C R x R™ heif}t lokal Lipschitz-stetig bzgl. y, wenn fiir alle
(20,90) € D eine Umgebung U = U(xg,yo) und eine Lipschitz-Konstante L = L(xo,y9) > 0 existieren, so
dass f in U N D Lipschitz-stetig bzgl. y ist.

Bemerkung 3.4 —)M ﬁir Z(b.s[. wean f Jz#emu(rlw

Ist V f beschréinkt, d.h. ||V f|| < L, so folgt mit dem Mittelwertsatz, siehe Lemma [5.7]

—\\M%‘\‘Q‘Y\ \v) §—m

1 1
IIf(x)—f(y)IIH / Vf(y+7(wy))d7'(xy)H§ 195+ e = ) e = o < e =g,

Also ist f Lipschitz-stetig. Analog folgt, ist J, f stetig, so ist f lokal Lipschitz-stetig bzgl. y.

Satz 3.5
Sei f: D =JxG CR"! — R stetig. Dann ist y : J C R — R” genau dann eine Losung des AWP
y' = f(z,y) mit y(&§) = n fiir (,n) € D, wenn y die Integralgleichung

y(@) = (Ty)(z) =+ / F(ty(0)) dt (3.1)
3

lost.

Beweis. Seiy: J — R" eine (differenzierbare) Losung des AWP. Daraus folgt insbesondere, dass y € C°(J)
ist. Da f stetig ist, ist die Abbildung = — f(z,y(x)) als Verkettung stetiger Funktionen ebenfalls stetig. Weil
y' = f(x,y) gilt, ist somit y € C*(J). Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt

x x

y() = ¥(6) + / Y (t)dt =1+ / F(t (1)) dt.
13

3
Fiir die Riickrichtung sei y eine Losung von (3.1). Dann ist

£
y(€) = n+ / F(ty(®)) dt =,
3
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Ableiten von (3.1]) liefert die DGL

Lemma 3.6
Sei D C R"™!1 A C D kompakt (hier abgeschlossen und beschriinkt) und f: D — R" stetig.

1. Ist ¢ eine Losung der DGL ' = f(z,y) in [§,b) mit {(x, ¢(z)) : £ <x < b} C A, so lédsst sich ¢ auf [€, b]
fortsetzten.
2. Ist ¢ eine Losung der DGL y' = f(z,y) in [,b] und 1 eine Losung in [b, 8] sowie ¢(b) = )(b), so ist

_ [ o), z € € 0]
o= {50 T i
eine Losung der DGL in [€, 6].

Beweis. 1. Weil f stetig ist, ist f auf A beschrinkt, d.h. ||f]] < C fiir ein C € R. Damit ist ||¢'|] =
Ilf(z,9)]| < C und somit existiert § = hril ¢(x). Zudem ist (b,8) € A, weil A kompakt ist. Fiir
z—b—

o(b) := B ist x — f(z, d(x)) stetig in [£,b]. Weil ¢ die DGL 16st gilt
o) =(6) + [ ft.00) ds
3

fir z € [£,b) und damit ist

x

b
6(b) = lim () = lim $(€) + / £t 6(1)) di = H(€) + / £t 6(1)) dt.
13

z—b~ r—b~
€

Folglich ist ¢ eine Losung von ¢’ = f(z, ¢) auf [¢, b]. )
2. Per Konstruktion ist « in b links- und rechtsseitig differenzierbar. Uberdies gilt
lim «'(z) = lim ¢'(z) = lim f(z,¢(x)) = f(b,4(b)) = f(b,4(b)) = lim f(x,¢(x)) = lim ¢'(x)
z—b z—b z—b r—bt z—bt

lim o' (z).
z—bt ( )

Somit ist u in b stetig differenzierbar mit w’(b) = f(b,u(b)) was zu zeigen war.

f 3.2 Existenz und Eindeutigkeit nach Picard-Lindel6f

Satz 3.7 (Picard-Lindelsf: Streifenversion)
Sei S;:= J X R mit J := [, +a]. Die Funktion f : S — R sei stetig und Lipschitz-stetig bzgl. y mit Lipschitz-
Konstante L. Dann hat das AWP ¢/ = f(x,y) mit y(¢) = n genau eine Losung. Diese Losung existiert auf

ganz J. S S"Y WM

;
Beweis. Nach Satz [3.5|sind die Losungen des AWP die Fixpunkte von T : C(J) — C(J) mit !
m FDmlf "

W)
Ty=n+ /f(t,y(t)) dt. : q)

I3 )

Bl

a-T

C(J) ist bzgl. der gewichteten Supremumsnorm ||y|lco,o = sup |y(x)le”** abgeschlossen, weil jede bzgl. || -
zeJ

lloo.a konvergente Funktionenfolge auch gleichméiflig konvergiert. Deshalb ist die Grenzfunktion solch einer
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Funktionenfolge selber auch stetig. Um zu zeigen, dass 1" eine Kontraktion ist bemerken wir, dass fiir y, z €

C(J) gilt

x x x

(Ty) (@) — (T2)(x)) = \ / F(ty(t) - f<t,z<t>>dt\ < / (6 y() — £t 2(6))] dt < / Liy(t) — =(1)| dt
3 £ 3
) / (1) — 2D e dt < Llly — 2l / et = 2y — 2loeae™ — )
3 3

L
<~y = 2llco,ae™.
o

Somit ist fiir alle z € J und alle y, z € C(J)

[(Ty)(x) — (Tz)(z)]e” ™" < Sy = 2|00,
Folglich ist
—ax L
1Ty — T2|lcc,a = Sup |(Ty)(x) — (Tz)(z)]e” ™" < ally — 2|00,

und somit fiir &« = 2L eine Kontraktion. Jetzt liefert der Banachsche Fixpunktsatz die behauptete Existenz
und Eindeutigkeit. ad

Korollar 3.8

Die Picard-Iteration .

@) =0 wd gusa@) =n+ [ Fit(e) olarf o ben raus,
¢ aba nichd 28
konvergiert gegen die Losung y des AWPs. ,’r&h \
Satz 3.9 (Picard-Lindelsf: Lokale Version) +b. __.
Sei Q :={(z,y) ER?: ¢ <x < E+a, ly—n| <b} mit a,b > 0 und (£,1) € R2 Weiterhin sei f: Q — R nr
stetig und Lipschitz-stetig bzgl. y. Dann existiert genau eine Losung des AWP ¢/ = f(z,y) mit y(§) = n im ;
Intervall J := [§,€ + o fiir @ := min{a, £} mit 4:= max_|f(z,y). T
(z,9)€Q '

Beweis. Sei D := {y € C(J) : |y(z) —n| < bVz € J}. Wie im Beweis von Satz ist D bzgl. |ly|| = : co--
Sug ly(x)|e”** abgeschlossen, weil wir zusétzlich noch f f‘fd
zTE

ly(@) —nl = | lim_yn(x) —n = lim |y,(z) =g < lim b=b

fiir alle Folgen {y,} C D mit y, — y haben. AuBlerdem ist Ty € D fiir y € D, also eine Selbstabbildung,
denn T ist offensichtlich stetig und min ( Y Z'b)

(>

(Ty)(@) —n| = ] /f(t,y(t))dt‘ < [1tuo)ldr < a [1dr= -9 < aa <0
3 £ £

fiir allex € J. Also T : D — D. Analog zum Beweis von Satz[3.7 kann gezeigt werden, dass T eine Kontraktion
ist. Der Banachsche Fixpunktsatz liefert dann die Behauptung. a

Satz 3.10
Sei D C R? offen und f : D — R stetig. Weiterhin sei f in D lokal Lipschitz-stetig bzgl. y. Dann ist das
AWP ¢ = f(z,y) mit y(¢) = n fir (§,n) € D beliebig lokal eindeutig 16sbar, d.h. in einer Umgebung der
Anfangsdaten (£,7n) € D existiert genau eine Losung.
Beweis. Fiir a,b > 0 hinreichend klein existieren eindeutige Losungen y; fir f’ o, Wit Qi :={(z,y) € D :
E—a<x<¢&|y—nl <b} und y, fir f}Q mit @, :={(z,y) € D: £ <z <E+a,|y—n| <b} nach Satz
Somit ist @)
_Ju), {—a<z<
viw) = {yr(:@,&gx <&¢ta

die eindeutige Losung nach Lemma [3.6] O

Vasewer = o P
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3.3 Existenz nach Peano

Fiir die blofle Existenz einer Losung reicht bereits die Stetigkeit der rechten Seite, jedoch kann die Eindeu-
tigkeit dabei verloren gehen.

Beispiel 3.11
TdV und die stationédre Losung y = 0 liefern uns fiir

s weil richl Ust. iny(0) y' = /g mit y(0) =0

ereits zwei Losungen. Dariiber hinaus kénnen wir zu einem beliebigen Zeitpunkt von der einen Lésung in
die andere tibergehen.

Definition 3.12 (Gleichgradige Stetigkeit)
Sei M = {f,g,...} € C°J) eine Menge von Funktionen. Die Funktionenmenge heifit gleichgradig stetig,
wenn fiir alle € > 0 ein § = §(e) > 0 existiert, so dass fiir alle f € M und alle z,z € J mit |z — Z| < ¢ gilt

(@) - (@) <e. (3.2)

Beispiel 3.13
Die Menge der Lipschitz-stetigen Funktionen mit der selben Lipschitz-Konstante L ist gleichgradig stetig,
denn mit § = £ haben wir
|f(x)— f(Z)| < Llz —Z| < Ld < e.
Eine Punktmenge A C J ist dicht in J = [a, b], wenn jedes Teilintervall von J mindestens einen Punkt von

A enthilt.

Lemma 3.14
Ist die Funktionenfolge { f,(z)}nen in J = [a, b] gleichgradig stetig und konvergiert sie fiir alle x € A, wobei
A C J eine in J dichte Teilmenge ist, so konvergiert sie gleichmifig fiir alle € J. Die Grenzfunktion

f(x) = lim, o fn(x) € CO(J).

Beweis. Zu € > 0 sei § = () so gewéhlt, dass die Abschétzung (3.2) fiir alle Funktionen f,, gilt. Zerlege
J in p abgeschlossene Teilintervalle Ji, ..., J, der Linge |J;| < d. Zu jedem J; existiert wegen der Dichtheit
von A zu J ein x; € J; N A. Ferner gibt es nach vorausgesetzter Konvergenz ein ng = ng(€), so dass

‘fm(mi) - fn(xl)| <€
fiir m,n > no und 1 < i < p. Nun sei z € J beliebig, 0.B.d.A. sei x € J;. Wegen |z — z;| < |J;| < 6 und der
Abschéitzung folgt somit
|fn (@) = fu(@)] = | fin(@) = fin(@i) + fin(@i) = ful@i) + ful@i) — ful2)]
< fm(@) = fn )| + | fn (@) — fr(@i)| + [ fu(@i) — ful2)]

gleichg. stetig Cauchyfolge gleichg. stetig
< 3e

fiir m,n > ng. Damit ist f,, eine Cauchyfolge und somit konvergent. Ebenfalls ist gezeigt, dass f,(z) in J
gleichméBig konvergiert. Dies impliziert auch die Stetigkeit des Grenzwertes. O

Satz 3.15 (Ascoli-Arzeld)
Jede in J = [a,b] gleichgradig stetige Folge von Funktionen {f,(z)}neny mit |f,(x)] < C fiir x € J enthélt
eine in J gleichméBig konvergente Teilfolge.

Beweis. Sei A = {x1,xa,...} eine abzihlbare in J dichte Punktmenge, z.B. A = Q N J. Die Zahlenfolge
{fn(z1)}nen ist beschrinkt. Sie besitzt nach Bolzano-Weierstrafl eine konvergente Teilfolge {f,, (%1)}ren
welches die Funktionenteilfolge {fy, }ren definiert. Um die Anzahl an Indizes zu beschrinken schreiben wir
{f1,n}nen fiir die erste Teilfolge {f,, }xen von {fy }nen. Wiahrend die Zahlenfolge { f1 (1) }nen konvergiert,
wird die Zahlenfolge {f1n(z2)}nen im Allgemeinen divergieren. Jedoch ist die (Teil-)Folge {f1n(22)}nen
beschrénkt, und somit existiert eine konvergente Teilfolge { fa,, (z2) }nen der (Teil-)Folge { f1 n(22) }nen. Damit
erhalten wir die zweite Funktionenteilfolge {f2 ,}nen die fiir z = 27 und © = z2 konvergent ist. In dieser
Weise fiithren wir nun fort und erhalten die (Teil)-Funktionenfolgen
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{fintnen = f1,1, f1,2, f1,3,... konvergent fiir x = x;

{f2,n}n€N = f2,1, f272, f273, e konvergent fﬁl" Tr=T1,x2
{fsn}tnen = f31, 3,2, f3.3, ... konvergent fiir x = x1, 2, x3
{fantnen = fa1, fa2, fa3,... konvergent fir x = 21,22, 23,24

Die k-te Funktionenteilfolge {fx.n}nen, also die k-te Zeile im obigen Schema, stellt eine Funktionenteilfol-
ge von {fr—1n}tnen, also der (k — 1)-ten Zeile, dar. Sie konvergiert fiir x = x1,...,x;. Die Diagonalfolge
{fnntnen = fi1, fa2, f33,... konvergiert fiir alle x € A. Sie ist ndmlich jedenfalls von ihrem k-ten Glied an
eine Funktionenteilfolge der k-ten Funktionenteilfolge { fx n}nen, und schon ganz {fi n }nen konvergiert fiir
T =x,...,T Die gleichméflige Konvergenz der Diagonalfolge ergibt sich aus Lemma a

Satz 3.16 (Streifenversion von Peano)
Sei f: S =J xR — R stetig und beschrénkt mit J = [, + a] fiir ein ¢ > 0. Dann existiert mindestens eine

Losung y zu y'(z) = f(z,y(x)) in J und y(&) = 7.

Beweis. Es gilt eine Funktion y € C(J) zu finden, so dass
o) =n-+ [ (o) d
3

fiir alle « € J ist. Dazu konstruieren wir fiir jedes a > 0 eine ”Néherungslosung” z, € C(J), siehe Bild
geméf

177 J,‘Sé
0=\ g [t zallma))dt, zed (3.3)
3

| | |
{—a 3 E+a &+ 2a E+a

Abb. 3.1: Visualisierung von z,.

Die Funktion z, ist wohl definiert, denn durch den Shift ¢ — a fiir ¢ € [¢, 2] im Integranten wird z, immer
nur im Bereich [§ — @,  — @] ausgewertet, in welchem wir es bereits kennen. So ist im ersten Schritt z, () fiir
x € [£,€ + a] zu bestimmen. Wegen dem Shift ist fiir das Integral z,(t — ) mit ¢ € [, z] C [€,€ + ] bereits
bekannt. z,(t — «) ist dort konstant 7. Im zweiten Schritt wird z,(z) fir = € [§ + «, & + 2a] mittels
bestimmt. Dafiir wird wegen dem Shift fiir das Integral lediglich das bereits bekannte z, eingeschriankt auf
[€ — a, & + o] benotigt. Nach endlich vielen solcher Schritte haben wir ganz J abgedeckt und somit is z, ()
wohldefiniert.

Das z, € C(J) ist, ist trivial. Die Menge M = {z, }a>0 dieser in J stetigen Funktionen z,(z) ist gleichgradig
stetig, denn aus |f| < C folgt sofort |z/,| < C. Nach Bemerkung sind alle z, Lipschitz-stetig mit der
selben Lipschitz-Konstante C. Die Folge zi(x), 21/2(x), 21/3(x), . . . besitzt nach dem Satz von Ascoli-
Arzeld eine gleichmiiBig konvergente Teilfolge {24, (%) }nen mit a;, — 0F. Thren stetigen Limes bezeichnen
wir mit y(z) := lim,— 0 24, - Gemif ist
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x

o 0) =0t [ (820, (= )
13

Nun folgt mit
|za, (t = an) —y(t)] < |2a, (t — an) = 2a, ()| + |20, (t) = y()| < Cay + |24, (t) — y(t)],

dass auch z,, (t — a,) gleichméBig in J gegen y(t) konvergiert. Also konvergiert auch f(t,z4, (t — ay))
gleichmiflig in J gegen f(t,y(t)). Mit der gleichméBigen Konvergenz erhalten wir

y(x):= lim z, () =n+ lim [ f(t,24,t —a,)dt =0+ / lim f(t,24,(t—ay)dt =n+ / f(t,y(¢))dt.
n—00 n—00 n—00
3 3 3
Mit Satz folgt die Behauptung. O

Satz 3.17 (Rechteckversion von Peano)

Sei Q = {(z,y) e R2: ¢ <ax < €+a, ly—n| <b} mit a,b > 0 und f : @ — R stetig. Weiterhin sei

A= m?xQ |f(z,y)| sowie o := min{a, £ }. Dann existiert mindestens eine Losung zu dem AWP y' = f(z,y)
€

s

mit y(§) = n im Intervall J = [£,€ + a].

Beweis. Sei @ > & und z5 wie im Beweis von Satz [3.16] Dann ist z; wohldefiniert, denn fiir { <z < {+a
ist t —a < fiirt € [¢, 2] und 2z5(t — &) = 1. Somit ist (¢, z5(t — @)) € Q und damit

za() = n+/f(tﬂ7) dt
3
fiir £ < < € 4+ & wohldefiniert. Uberdies ist fiir diese z auch
(o) =0l < [ Ifemlde < Alw - ) < da <.
13

Also ist (z,z5(z)) € Q fiir £ <z < &+ G. Analog folgen die restlichen x bis nach endlich vielen Schritten
gezeigt wurde, dass |zg(x) —n| < b fiir alle © € J. Analog zum Beweis von Satz folgt die Behauptung. O

Korollar 3.18
Sei D C R? ein Gebiet und f : D — R stetig, dann existiert fiir jedes (£,7) € D mindestens eine (lokale)
Losung zum AWP ¢’ = f(x,y) mit y(&) = .

3.4 Abhingigkeit der Losung von den Daten

Lemma 3.19

Seien a, b > 0, (£,n) € R? und Q = {(z,y) € R?: [z —¢| < a,|y —n| < b}. Weiterhin sei f : Q — R stetig und

Lipschitz-stetig bzgl. y mit Lipschitz-Konstante L. Dariiber hinaus sein A := (m?XQ |f(z,v)|, « = min{a, %}
z,y)E

und J = [§ — o, &+ a. Sel ¢g € C(J) mit ma;c|¢0(x) — 1| = p < b gegeben und
EAS

bngi(z) =1+ / F(t 6a(t)) dt
£

die Picard-Iterieration. Dann gilt die a priori Fehlerabschétzung

L(z — &) > [L(z — &) A[L(z — &)t L(z — &))" .
[L( )l +“Z[( )l <(L[ ((n—i—l)%! [L( . )] )eL( £)

455’“‘20:1’ mil el.(x- £)
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Beweis. Sei 0.B.d.A. z > £. Dann gilt Dué

L "M'ﬁ'gﬁm) ~ bo(a)| = ‘77— do(x) + / f(t7¢o(t))dt‘£ 0 - do(a)] + / £t o)) dt < i+ /
3

3 £
=p+ Az —§).

_—
Analog erhalten wir v—?—m

|¢2(2) — d1(2)| = ’/f(ta¢1(t)) —f(t,¢>o(t))dt‘ SL/|¢1(t) — ¢o(t)] dt < L/M+A(t—£)dt

§ 3

ot -9+ aEZE )L.J,,.a( ls.

Adt

und
xr xr _ 2
03(0) — 6a)| < L [ 1020~ ontol ar < 22 [ e -+ 4l
3 3
o (@=8? (@)
_L<u s AT ) L./egm/lg.
Somit erhalten wir per Induktion
o [ O -
3
e (I A Gt Y
=L (,u (n—1)! +4 n! >
Schlussendlich gilt fiir p > 1 mit der Teleskopsumme und der Dreiecksungleichung
|Pntp(@ z)| < Z |Pn+i(®) — Pptio1(2)]
» - ,
ntio1] (@ — &t (x ="
S;L ['u(n+i1)' AT
B A P [L(!L‘ _ n—H n-‘rz 1
_f; (n+z * Z n+z—1
A n+p [L( ; n+p— 1
=7 Zl -+ Z
i=n-+

Nach Picard-Lindelsf (genauer dem Banachschen Fixpunktsatz) gilt y(z) = lim ¢, (z) und somit
n—oo

@) = 60 (0] = i [Bnsal@) — ou(e)| < 5 Y- B Sy 5n 2O

i=n—+1

Wegen (i +1)(i+2)--- (i +n) > n! und

’LJrTL s xix
Zz' Zz—l—n 7;i!(i+1)(i+2) “(i+n) _n'zz'in'
erhalten wir die tibersichtlichere aber schwéchere Aussage

T — n+1 T — n
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Satz 3.20 (Stetige Abhiingigkeit von den Daten)
Es gelten die Voraussetzungen des Picard-Lindelof-Satzes. Weiterhin sei J C J abgeschlossen, f:Q—Rnur
stetig, und 7 : J — R eine Lésung von 3/ = f(x,y) mit y(€) = 7. Ist | — 77| <o <bund

f@y) = fleyl<e Yy €Q, \——"’(71"’*/"" andre FH
K /

so gilt uniform fiir alle z € J

lv(w) = §=)] Staem_gl + = (et - Alulaiza.y ' Shorongn w yd T -0

dann y-> y
Beweis. Sei 0.B.d.A. z > £. Sei ¢q eine stetige, in ) bleibende Fortsetzung von gy auf ganz J, z.B.
j (Y/Y(")) mil yfg: n §(x), =€ J:=[x,z]¥
- T - ¢o(x) = § y(z1), T <@ : —
. T (e y ) mil §(8)=R o). @ y— k
Fiir die Picard-Iteration . J s } e/,” aa/
Suni@) =0+ [ 1(t.6,0)di gans 3 fo,
4 ygd‘[
gilt li_)m bn(z) = y(z) fiir alle z € J. Firr z € J € J gilt somit
o) =n+ [ F(e.a@)dt=n+ [ rie.®)de
¢
nach Konstruktion von ¢g. Weil ¢ = g auf J ist gilt die Integralgleichung
, xr
oo(e) = 5(0) =i+ [ Fle.gte) ae
13
Subtraktion dieser beiden Gleichungen liefert
(62(a) = o(o) <o~ + | RGO < < - - B
3
Analog zu Lemma mit n = 0 folgt jetzt fiir alle z € J
w — Lz = O _ @/ pue L(z—B)
|y(I) Z; Ui:OT—Z(e 1)+0'€ .
O

Die Losung héngt nicht nur stetig, sondern héufig auch differenzierbar von den Daten ab.

Beispiel 3.21

Sei
0
X
Offensichtlich gilt
dy 9y
_ Ax 9 _ Az ZJ Az
y(fﬂ, )‘) =Tne ) 67’] € ) a)\ nxre .

Satz 3.22 (Differenzierbare Abhéngigkeit)
Seien a, b > 0 und Q = {(=, ) € R? .|z — ¢ < a,ly—n| < b}. Weiterhin sei A\ € I := (¢,d) und f :

Q x I — R stetig mlt =:fyu af\ =: f) ebenfalls stetig. Sei A := ( II)\I)&XQ s |f(z,y, )|, @ := min{a, %},
ZT,Y,A)EQ X

J = —a,&+q] und y = f(z,y,\) mit y(§A) = n. Dann ist y = y(x, \) auf ganz J partiell nach A
differenzierbar.
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Beweis. Sei y = y(z,\), § = y(x,\) mit y(€) = n = (&) fir A, A € I. Dann gilt mit der Taylorreihenent-
wicklung von f
7(:17_2/):]0(1',@7,)\) (:E Y, )

/S‘):f(x Zj,/\) (33 Y, )+ (.13 Y, ) f(ﬂ? y’)‘)
MW eyt (=) N — ) + (e h+ (= A)E - )

mit 0 < 4, 5 < 1. Folglich haben wir fiir den Differenzenquotienten

dy—y

. /\ ={ley+nm-y), 5\)g:iJrfA(ﬂcy,>\+V2(A /\J))=:§($)§:?j\+7l(x)-
. §% WCw

Insbesondere sind §(z) und h(zx) stetig in J, so dass

ist. Dariiber hinaus sind g(x) := f,(z,y,A\) und h(z) := fa(z,y, A) stetig in J nach Voraussetzung, so dass

die lineare DGL 1. Ordnung
dz
Z = g@)z+hl), (€ =0

genau eine Losung z hat. Nach Satz folgt § — y fiir A — X, weil f in Q x I stetig ist. Damit erhalten
wir, dass § — g und h — h fiir A — \. Somit liefert eine erneutes Anwenden des Satzes [3.20] dass z — 2.
Somit gilt

<
<

9.,
Sy=

1m
—A

= lim z = 2.
A=A

yl»—:
>
>



4

Numerik fiir DGLs ( wenn rodlre?@"[ nicht anvendbar )

In diesem Kapitel werden erste numerische Verfahren zum niaherungsweise Losen des AWP
y'(x) = f(x,y(x)) fir x € I = [a,b] und y(a) gegeben (4.1)

untersucht. Dabei ist f: G C I x R™ — R"” stetig und Lipschitz-stetig bzgl. y.
Fundamental fiir die klassische Analysis numerischer Verfahren fiir DGLs ist die Taylorreihenentwicklung. Ist
f: I CR — R, so heift

L M@ =a)? ez =)

" f@D(a)(z —a)’
L f(wa) =3 T ) 4 o) - a) : :

fiir f € C™(I) Taylorreihe von f mit Entwicklungspunkt a € I. Die Grofle

[ () (w = o
(n+1)!

R f(z;0) = = f(z) = Tnf(x;0a)

mit einem Zwischenpunkt € = a + t(x — a) und t € [0, 1] heifit Lagrange-Restglied.

Fiir f : R? — R setzen wir F,, : R — R mit ¢t = f(a + t(z — a)). Insbesondere ist F, ,(0) = f(a) und
F, o(1) = f(z). Die Taylorreihenentwicklung von f mit Entwicklungspunkt a ist definiert iiber die Taylorreihe
von Fy o(t) mit Entwicklungspunkt Null und Auswertungspunkt Eins. Sei a = (aq,- -+, aq) mit o; > 0 ein
Multiindex. Wir schreiben

d d
glel
= . | = | O — 1 pQd [
|| ;al, al il;[laz., % = af rgt, D xS dxgt
So ist
n (i) _ N\«
T f(x a) - TnFmﬁa(l;O) _ Z Fw,a'(o) _ (l' 'Cl) Daf(a)
- 0<lal<n ¥
d d d
1

= f(a) + Z(wz —a;)0, f(a) + i(xz - GZ)(%' - aj)awiawjf(a) +

= f@) + V@) (@~ a) + 50— a) V2 (@)(z —a) + -

die Taylorreihe, und

@ b fat o~ a)

Rof(z,a)= )

|a|=n+1

mit ¢ € [0, 1] das Lagrange-Restglied.
Ist die Funktion f € C™*!, so gilt fiir das Restglied, und somit fiir den Taylorreihenfehler

If (@) = Tuf(z;a)|| = IR f (2, a)l| = O(l|lz — a]"*")

wobei
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32 4 Numerik fiir DGLs

O(f) = {g Ry = Ry |3C,ho >0 Vh < ho: g(h) < CL(R)}.

Taylorreihenentwicklungen von vektorwertigen Funktionen erfolgt einfach durch komponentenweise Taylor-
reihenentwicklung.

Beispiel 4.1
Sei y : R — R die Losung von ¢'(z) = f(z,y(z)), sowie y und f hinreichend glatt. So ist

y'(x) = %f(%y(w)) = fa(@,y(@)) + fy (@, y(2)y' (x) = fo(2,y(@)) + fy(2,y(2)) f (2, y(2))

mit f; und f, die partiellen Ableitungen von f. Fiir die dritte Ableitung gilt

(@) = 3 (Falsy(e)) + sy ()
= Faal, (@) + Fyal y @)y @)+ (Fay @) + i, 5(0)/ @) S 9(@) + i, y(a)y (@)
= fala) e e () + o5 20, 90 o ) o, )

Iy (@ y(@) f (@, y(@)).

Damit erhalten wir die Taylorreihenentwicklung fiir y mit Entwicklungspunkt = ausgewertet in z + h

2

2
h? 3

= y(@) + hf(z,y(2) + 5 (fole,y(@)) + fy (2, y(2)) f (2, y(2))) + O(h).

y(x +h) = y() + hy'(2) + 9" (@) + O(h?)

4.1 Explizite Einschrittverfahren  Todoe ¢ X ~doke in tlowe Sicke Ealen, ol Fik: Worf
durch Wj""j imlefeton Abcchnill abscha)aen

4.1.1 Explizites Euler-Verfahren

Das explizite Euler-Verfahren, auch Polygonzugverfahren genannt, zum Loésen von (4.1)) ist

Yo = y(xo), Yivr =Yi T hif(zi,y:), 0<i<n-—1 4.2
(zo) + \L\_‘{)»y ) (4.2)
mit xg = a und x;41 = x; + h;. Hierbei gilt fiir die lokale Schrittweite h; > 0, dass Zn L= |11, also x,, = b.
Die Grofle y; € R™ approximiert dabei den exakten Wert y(z;). Eine stiickweise hneare Verbindung der n+1
Punkte (z;,y;) liefert einen Polygonzug als Approximation von y.

Es gibt mindestens drei Interpretationsmoglichkeiten des expliziten Euler-Verfahrens.

1. Numerisches Differenzieren: [gnorieren des Grenzwertprozessen in der Ableitung liefert den Vorwérts-
differenzenquotienten

y(z; 4‘@ —y(z:) _ y(@i +hi) — y(z:) _ y(Tiv1) — y(z:)

- g ~ ;

fiir eine Schrittweite h; > 0. Wird die DGL (4.1) nur in den Knoten z; betrachtet und die Ableitung
durch den Vorwirtsdifferenzenquotienten ersetzt, so erhalten wir das explizite Euler-Verfahren

5 |

Flan y(z) = o/ (2:) ~ y(:cz'ﬂi; () S flwn) = yz+1h— Ui =) Ve ™ yi ¢ hi{(ﬁ/Yi)

2. Numerisches Integrieren: Approximieren der Flichen f;i“ f(t,y(t)) dt durch ein Rechteck in der zu
(4.1) dquivalenten Integralgleichung liefert

W= (e + [ [y )+ [ fny) d = )
VAR i W"’hi

und damit das explizite Euler-Verfahren

Yir1 = Yi + hif (@i, y:)-
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4.1 Explizite Einschrittverfahren 33

3. Taylorreihenentwicklung: Taylorreihenentwicklung der exakten Losung mit Vernachldssigung des
Restterms liefert

h? /
y(x; + hy) = y(xi) + hay' (z3) + ?y"(fi) = y(xs) + hif(zs,y(x:)) +% ~ y(@i) + hif (i, y(z:))
fiir ein Zwischenpunkt &; € [x;, z; + h;]. Damit folgt erneut das explizite Euler-Verfahren

Yir1 = Yi + hif (@i, y5)-

Beispiel 4.2

Sei y' = —3y + €% mit y(—1) = 0.25e ! + 0.5¢* und exakter Losung y(z) = 0.25¢* + 0.5e 3% Sei I = [—1, 3]
und h; = h, also ¥; = —1 +ih mit i = 0,1,--- ,n wobei n = |I|/h = 4h~!. Es gilt yo = y(—1) und
Yir1 = ¥i + hf (@i, yi) = (1 = 3h)y; + he®.

12 ‘ ; 10°

—&— Explizites Euler, h=0.02
Exakte Lésung

10!
10°
0!
1077
1073
1074 E
10

1070}

1077 |

-8 1

10 L o
1079 107 1077 10
(a) Losungen (b) Fehlerplot

TR R TETIY AT RTTTIY R RTITT A RTHIT ERTSRTTT T
=6 107° 107* 107% 1072 107! 10° 10!

Abb. 4.1: Euler-Losung zu h = 0.2 und exakte Losung (links). max; |y(z;) — y;| (y-Achse) gegen Schrittweite
h (a-Achse) doppelt-logarithmisch abgetragen (rechts).

Sei
||6(h)H =Cy+ C1h* + CQhZa + ...

eine Potenzreihenentwicklung des Fehlers e(h). Weil |e(h)|| — 0 fiir h — 0T bei einem konvergenten Verfahren
sind Cp = 0 und « > 0. Somit sind fiir hinreichend kleines h die Terme |Coh®* + ... | < |C1h%| von héherer
Ordnung. Also gilt

le(R)[| = C1h".

Sind die Fehler ||¢;|| := ||e(h;)]] und ||€;41]| zu den zwei Schrittweiten h; und h;41 bekannt, so ldsst sich der
Exponent «, die Konvergenzrate, experimentell ermitteln. Division der beiden Gleichungen

[eil| = C1hy und ;1| = Crhiy,

liefert (d kt.erI' crch ey
leis
el - (hm)@ o on OB
. . hi ’
€l hi log =+

Lemma 4.1. Fir alle x € R gilt 1 + x < €, und fiir allex > =1 gilt 0 < (1 +2)™ < e™® mit m € Ny
beliebig.

Beweis. Die Taylorreihenentwicklung liefert e* = 1 + x + 0.52%e%* > 1 4+ x mit & € [0,1]. Fiir # > —1 ist
1+ x > 0. Die Monotonie von z™ liefert sofort die Behauptung. O
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34 4 Numerik fiir DGLs

Satz 4.3
Sei y € C?(I) die Losung von (4.1)) und y; die Euler-Approximation zu y(x;) mit den dquidistanten Knoten
a=x9g<x1 <:--<xp =>b,d.h. h; =h. Dann gilt

LI

e
max [|y(z;) — yill <.e“"|ly(zo) — ol + 1" |l so.1 - I

0<i<n 2L
Wenn |[|y(zo) — yol| = O(h), dann ist maxop<i<n lly(x:i) — il = O(h).

Beweis. Sei ¢; = y(x;) — y; der Fehler in x;. Taylorreihenentwicklung fiir y liefert

hi
Y(wig1) = y(x:) + hif(zi, y(w)) + ?y”(fi)
mit & € [x;, 2,41] =: I;, wohingegen das explizite Euler-Verfahren bereits

Yi+1 = Yi + hif (@i, yi)
ist. Subtraktion dieser beiden Gleichungen ergibt

2
it = ek b (i) — o wl] + g ()

Folglich ist mit Rreiecksungleichung und der Lipschitz-Stetigkeit von f (es sei L; die Lipschitz-Konstante von
f bzgl. y fir x € I;)

hi
leirll < Nleill + o)l f (i, y(:)) — f(@i, y3)] §||y”(§¢)||
hZ2 1
< |l&ll + hiLilleil| + §||’y &)l
hg 1"
< (A haLa)llel + 5 M1y oo, -

Rekursion liefert

1—1 1—1 12 1—1
h2
leall < lleoll T+ hiLy) + :Eﬂny”nm,,j IT @+ heL). (4.3)
j=0 Jj=0 k=j+1

Speziell fiir h; = h und L = max; L; die globale Lipschitz-Konstante folgt zusammen mit der geometrischen
Reihe, dass

, o R2
leill < (1+hL) leoll + [1+ (14 L) +--- 4 (1 + L) ] PLACY

1+ hL) —17 h?
()} W e

= nnylel + | S

ih L
i e —1|h
< el + || 10

Mit nh = |I| gilt
h.

AT —1 |y
11 < QLI € Y lloo,
nax leill < e™leoll + — >

Die zweite Aussage folgt sofort aus der Ersten. O

Obiger Satz besagt, dass sich die obere Schranke des Fehlers bei Halbierung der Schrittweite h ebenfalls
halbiert. D.h. das explizite Euler-Verfahren konvergiert “nur” linear.

Die rechte Seite von ldsst sich auch unter beibehalten der lokalen Schrittweiteninformation abschétzen.
Die Fehlerkonstante wird bei dieser groben Abschéiitzung jedoch gréfier als im obigen Satz. Es gilt
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1—1
Hfz||<||€o||H 1+ h;L; +Z Jl\y”llm [T @+ heLy)
Jj=0 k=j+1

ol [+ o TT s |
ol [T+ X TT e s e,
i—1

i—1p 1 i1
< ||€0||6Z;:0 hiLi Z hjezk:j+1 hi Ly 0<m2 J Hy ”Don
j=0

h.
< Mol + 171" max .,

Wir sehen, dass es geschickter ist dort kleine Schrittweiten h; zu nehmen wo die zweite Ableitung von y
betragsméfig grof3 ist, und grofie Schrittweiten wo y fast linear ist, als iiberall die gleiche uniforme Schrittweite

h- _ \_> Logisch

4.1.2 Allgemeines explizites Runge-Kutta-Verfahren 2. Ordnung

A Aly-Y: .
Sei (x-x) & & 20y 3::) vansel =} »
. 7] ‘W”“a °

Yit1 = Yi +aky +bky mit ki = hif(@s, ), ko = hif(xi + ahi,ys + WW (4.4)

fiir gegebene a,b,a, 8 € R. Damit (4.4)) von zweiter Ordnung ist, muss die Taylorreihenentwicklung der
exakten Losung y mit der Taylorreihenentwicklung von bis zur Ordnung zwei {ibereinstimmen. Taylor-
reihenentwicklung von y liefert mit y' = f(z,y)
h? h3
5 (@) + g’y”’(xi) +O(h7)
3

2

/ y xH-l =y(z:) + hly (xz) +

obei fp = 0y f(xi,y(z;)) und fy, fez, fzy und fy, analog definiert sind. Ebenso liefert die Taylorreihenent-
wicklung

012/7,2 62k2
f(xi + ahi,yi + Bky) = f (@i, yi) + ahifo + BE1fy + 5 L foa + Qhifky fuy + = fyy + O(B3).
Einsetzen dieser Gleichung in (4.4)) liefert <> = hl 'l oh;

2 042 2
oo =i+ 0O @ fs + 8, 0) 00 (G o+ 0By + 5 oA ) + O (46)

wobel f, fu, fys fow, foy und fyy, in (x;,y;) auszuwerten sind. Vergleichen der Koeffizienten zu gleichen

Potenzen von h; mit (4.5)) liefert

a+b=1, ba:bﬁ:%

Wegen dem Term 6113 f, f, in (4.5) konnen die Koeffizienten zu h$ von (4.5 und (4.6) im Allgemeinen nicht

iibereinstimmen. Wir haben drei Gleichungen bei vier Unbekannte. Es gibt somit unendlich viele Runge-
Kutta-Verfahren 2. Ordnung. Typische Koeffizienten sind a =b=1/2 und a = 5 = 1.

4.1.3 Allgemeine explizite Runge-Kutta-Verfahren

Die Idee des expliziten Runge-Kutta-Verfahrens 2. Ordnung lésst sich leicht fiir héhere Ordnungen verallge-
meinern. Der Nachweis, dass es sich dabei tatschéchlich um ein Verfahren héherer Ordnung handelt erfolgt
analog zum vorherigen Abschnitt.

Seien ayj e Rmit 1 I <s—1,1+1<j<s undb; e R (1 <j<s)undc; €[0,1] (2 <j < s) gegeben.
Das s-stufige explizite Runge-Kutta-Verfahren ist
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S 7j—1
Yir1 =Yi + hi ijkj mit  kj = f(zi +¢hi yi + i Zajlkl)~
=1 ’L/ 1=1

Neben den Runge-Kutta-Verfahren 2. Ordnung wir hiufig auch das klassisches Runge-Kutta-Verfahren
4. Ordnung

ko + 2k1 + 2ks + k3
6

Yit1 = Yi
mit

hz’ k hi k
ko = hif (@i, yi), klzhif(xﬁ-?,yri-?o)v kzzhif($i+57yi+?1)v ks = hif(xi + hi, yi + k2)

eingesetzt.

Beispiel 4.4

Sei ¢/ = —3y+e® mit y(—1) = 0.25e 1 +0.5¢® und exakter Losung y(z) = 0.25¢*+0.5e 3%, Sei I = [—1, 3] und
h; = h,also r; = —1+ihmiti = 0,1, ,n wobei n = |I|/h = 4h~1. Im Bild[4.2]ist der Fehler max; |y(z;)—v;|
gegen die Schritteweite h im doppelt-logarithmischen Mafistab fiir das explizite Euler-Verfahren und jeweils
ein explizites Runge-Kutta-Verfahren 2. und 4. Ordnung abgetragen. Die Konvergenzraten im asymptotischen
Bereich, aber bevor die Rundungsfehler dominieren, sind neben den Steigungsdreicken eingetragen.

10°

- Explizites Euler
,| B RK20rd, a=b=1/2a=8=1 Z

107 4 Klassisches RK 4.0rd . |
07 1
1074} 2
077 1
10—1() - .
10713 | .

—16 Ll

sl ol ol ol ol ol il ol ol il
107° 107® 1077 107¢ 107® 107* 107* 1072 107' 10° 10*

Abb. 4.2: max; |y(z;) — vi| gegen Schrittweite h doppelt-logarithmisch abgetragen.

(wig Sohnett bvroger )
Es ist leicht einzusehen, dass die erreichbare Konvergenzrate (Ordnung) « eines s-stufigen Runge-Kutta-

Verfahrens maximal s ist. Genauer gelten die sogenannten Butcherschranken

s/123456789s5>9
af123445667 a<s—2

wobei die Schranke a < s — 2 fiir s > 9 nicht scharf ist. So wird zur Zeit noch s = 17 fiir « = 10 bendétigt.

4.2 Konvergenz von allgemeinen expliziten Einschrittverfahren

Definition 4.5 (Methodenfunktion)
Das Gitter Ay bestehe aus den Knoten a = 29 < 1 < -+ < ©, = b mit h; = x;11 — x;. Die Funktion
&(-,+,) : G x Rsyg — R™ in dem Einschrittverfahren

Yo = y(xo), Yit1 = Yi + hi®(xi, i, hi) (4.7)

¢ baben bt jebel inmen g0 454 rrvende

heifit Methodenfunktion bzw. Steigungsschétzer.

L; (P/;
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Beispiel 4.6
Fiir das explizite Euler-Verfahren ist ®(x,y, h) = f(z,y).

Definition 4.7 (Konvergenz)
Sei yp, : Ap, — R™ eine Naherungslosung fiir das Anfangswertproblem (4.1)). Der Ausdruck

en(r) == y(x) — yn(x)
definiert fiir z € Ap, heifit globaler Fehler. y;, ist konvergent wenn .
(::-‘ 9'0/51/! i[oéc Fe‘év -0

llenlln = ax lly(x;) — yn(x)|| = 0 fiir h:= max h; — 0. /';f h->0

Das Verfahren hat die Konvergenzordnung p >0, wenn llen]|n = O(RP).

Dabei ist zu beachten, dass die Anzahl an Schritten n, bzw. Knoten z;, wegen E;’:}} h; = |I| von der
Schrittweite abhéngt.

Definition 4.8 (Konsistenz)
Sei y die Losung des Anfangswertproblems (4.1)) und x;, ;41 = x; + h; € I. Dann heifit

y(@i + hi) — y(z:) — hi® (@i, y(z3), hi)
hi

d(@i, y(@i), hi) =
der lokale Diskretisierungsfehler in (z;,y(x;)). Gilt uniform fiir alle z; € Ay,
(s, y(zi), ha)|| = 0 fir b= max h; = 0,
so(ist )das Verfahren konsistent. Das Verfahren hat die Konsistenzordnung p > 0, wenn max,,ca,
O(hP).

Beispiel 4.9
Fiir das explizite Euler-Verfahren gilt mit ¢ = f(x,y) = @(z, y, h) und Taylorreihenentwicklung

d(mi, y(xi)a hz)H =

d(ws, y(:), hi) = y(z; + hs) — y(w;l)i— hi® (i, yi, hi) _ y(ei + h}i —y(@:) Y (1)

h; Vool -
O N 1008, oy Totor = staft > )
fiir einen Zwischenpunkt & € [z;, z;11]. Folglich ist ||d(z;, y(x;), h;)|| < Ch; < Ch fiir alle y € C?(I) und die
Konsistenzordnung ist somit Eins. (o1 S

> h

Geoau stehy,
wiehd g Jiiy Zvichen-
wedoul>

Lemma 4.10 (diskretes Gronwall-Lemma) ,,(-g')
Seien a;, b, w; > 0 und b; < byyq fiir i =0,1,2,.... Dann gilt C’y___!
2

1. Ist a,, <1 sowie w,, < b, + Y 1_ aywy, so ist
Wy < bnezﬁzo Trar

mit o, = (1 —a,)"t >0 firn=0,1,2,....
2. Ist w, < b, + Z:};Ol a,wy, so ist
wy < byeXro o

firn=0,1,2,....

Beweis. "Teil 1.: Der Beweis erfolgt per Induktion. Fiir

n
Sp = by + E Wy 2 W,
r=0

gilt
Sp — Sp—1 = QpWp + bn - bn—l S ApSn + bn - bn—l = (1 - an)sn S Spn—1 + bn - bn—l-

Insbesondere gilt fiir n =0
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50 = apgwp + by < agso + by

und somit
S0 < (1 — ao)_lbo = 0'0b0 = (]_ + Joao)bo < boe(foao

nach Lemma Gelte s,,—1 < b,,_1 exp(Z:;Ol ora.). Dann gilt
8 < (1 —ap)  (sp_1+ by —bp_1)
= (14 0nan)(Sp—1+bn — bp—1)
< e7ntn (bn,lezgol orar 4 b, — bn,l)

= eInin (bn_1 (62?;“1 orar _ 1) + bn)

< onan (bn (621201 oray 1) n bn)
= bneZ::O O-Ta'r'
Folglich ist
Wy, < 8y < bnezr':o orar
"Teil 2.: Folgt analog. i

Lemma 4.11
Seien a;, b;,¢; > 0 und a; < b;—1 + (1 4+ ¢;—1)a;—1. Dann gilt

i—1
0 < <a0 Y br) eTiher,

r=0

Beweis. Aus a; < a;_1+ ¢;_1a;,_1 + b;_1 folgt rekursiv

i1 i-1 i1 i1
a; <o < ao+Zcra,«+Zbr = <a0+2br> —|—Zcrar.
r=0 r=0 r=0 r=0
Das diskrete Gronwall-Lemma [£.10] Teil 2. liefert jetzt die Behauptung. v 0
Satz 4.12 Kz aus ez ° Yo 1y
Gilt fllr das Binschrittverfahren (4.7) e orr L Jflr

1. die Methodenfunktion @ ist Lipschitz-stetig bzgl. y mit Lipschitz-Konstante Lg l(onrmgznzaﬂalsme
2. und das Verfahren ist konsistent,

so ist das Einschrittverfahren konvergent und die Konvergenzordnung stimmt mit der Konsistenzordnung

iiberein.

Bewets. Fiir den Fehler in x; € Ay, gilt mit der Lipschitz-Stetigkeit von @, dass
EE———

leivill = lly(@itv1) — yitall
= ly(@iv1) — y(@i) — hi®(@i, y(x3), hi) + y(@i) — yi + hi@(@i, y(24), hi) — hi®(@i, yi, hi) |
< hilld(@i, y(z:), i)l + [|€i]| + hiLoll€ ]|
= h|ld(z;, y(x;), hi)|| + (14 hiLa)||e]-

Sei d; := d(z;, y(x;), hqi), so liefert das Lemma

1—1
. “oheL La|I|
lel] < X8 @<||eo||+§ojm||dr|>sw (eo||+|f|o<1?351'df“)'
=

Daraus folgt mit yo = y(zo)

= < L<I>|I‘ _ < L‘P‘Il .
lenlln = max fle;]| < e ly(o) = yoll + I | max lde]} | < [Z[e™*™ | max ld,|

Diese Abschitzung impliziert. Konvergenz bei Konsistenz, und eine Konvergenzordnung von mindestens der
Konsistenzordnung. Da die Konsistenzordnung trivialerweise grofler gleich der Konvergenzordnung ist folgt
die Gleichheit der beiden Ordnungen. O
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4.3 Stabilitidt von Einschrittverfahren

Wird das Einschrittverfahren mit Hilfe eines Rechners umgesetzt, so treten bei der Durchfiihrung
unvermeidbare Rundungsfehler auf. Ein stabiles Verfahren dampft diese Fehler in den darauffolgenden Ite-
rationsschritten, wohingegen ein Instabiles diese immer weiter verstirkt. Letzteres kann zu unbrauchbaren
numerischen Losungen fiihren.

Rundungsfehler sind kleinste Stérungen, so dass lineare Terme quadratische und andere Terme hcherer Ord-
nung dominieren. Wir linearisieren deshalb die rechte Seite f in der DGL bzgl. y. Dies liefert

d d d
o= 1(w) = 1) + L yo)w - vo) + -~ Lm0y + Fa,m0) — L@, yo)wo,
dy dy dy
—_——
=:\(x) =:a(x)
also eine linear DGL
y =y +a (4.8)

Beispiel 4.13
Sei
y = —100y + 100, (0.05) = e~° + 1 ~ 1.00673.

VdK liefert die exakte Losung y = e 199 4+ 1 und das explizite Euler-Verfahren zur Approximation dieser

reduziert sich auf
Yit1 = yi + hf(2i,y;) = (1 — 100h)y; + 100k,  yo = 1.00673.

Weil y € C*° reduziert sich der Fehler linear mit der Schrittweite h. Fiir grofie Schrittweiten beobachten wir
aber folgendes instabiles Verhalten.

1.008 T T T :
500 ‘ ‘ ‘ ‘ Explizites Euler, h=0.02
A 1.006 Exakte Lésung |
S
0 -~ 1.004 1
1.002 |
-500 -
1r l/
-1000 1 0.998 |
0.996 r
-1500 r
—_—_ Explizites Euler, h=0.05 0.994
Exakte Losung =
-2000 - : L L 0.992 - . . L
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Abb. 4.3: Losung des expliziten Eulerverfahrens zu h = 0.05 (links, blau) und & = 0.02 (rechts, blau). Exakte
Losung in rot.
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h =0.05

Yi

y(wi) —yi

Lg

h =0.02

Yi

y(@i) — yi

0.05
0.10
0.15
0.20
0.25
0.30
0.35
0.40
0.45
0.50

1.0067-107°
9.7308-107!
1.1077-107°
5.6928-107 "
2.7229-1079
-5.8915-107°
2.8566-10+1
-1.0926-1012
4.4206-1012
-1.7632-1013

7.9470-1076
2.6965-1072
-1.0768-10~1
4.3072-1071
-1.7229-107°
6.8915-107°
-2.7566-1011
1.1026-1012
-4.4106-1072
1.7642-1073
-

0.05
0.07
0.09
0.11
0.13
0.15
0.17
0.19
0.21
0.23
0.25
0.27
0.29
0.31
0.33
0.35
0.37
0.39
0.41
0.43
0.45
0.47
0.49

1.0067-10~°
9.9327-10~
1.0067-10~°
9.9327-10~
1.0067-10~°
9.9327-10~1
1.0067-10~°
9.9327-10~
1.0067-10~°
9.9327-10~1
1.0067-10~°
9.9327-10~1
1.0067-10~°
9.9327-10
1.0067-10~°
9.9327-10~1
1.0067-10~°
9.9327-10~
1.0067-10~°
9.9327-10~
1.0067-10~°
9.9327-10_1
1.0067-10~°

7.9470-1076
7.6419-103
-6.6066-10—3
6.7467-1073
-6.7277-1073
6.7303-1073
-6.7300-1073
6.7300-10~3
-6.7300-103
6.7300-1073
-6.7300-1073
6.7300-1073
-6.7300-103
6.7300-1073
-6.7300-103
6.7300-1073
-6.7300-1073
6.7300-10~3
-6.7300-103
6.7300-1073
-6.7300-103
6.7300-10-3
-6.7300-10—3
- — 4

e

Fiir grofle h > 0.02 werden die Rundungsfehler verstiarkt und die numerische Lésung ist unbrauchbar. Die
Schrittweite h = 0.02 ist der Schwellenwert und erst fiir A < 0.02 werden die Rundungsfehler geddmpft. Das
Verfahren ist somit nur bedingt (A hinreichend klein) stabil.

Der Storterm a(z) in entscheidet nicht, ob ein numerisches Verfahren stabil ist oder nicht. Ebenso ob A
konstant ist oder nicht. Deshalb reicht es aus die Stabilitéit anhand des Modellproblems

L Y. H _>x l. O =1

D Doswesen J(’C‘T:Y,)c Y: y(0) =1,
zu analysieren. Dies %rgta die exakte Losung y(t) = e, welche exponentiell schnell gegen Null geht wenn
R(A) < 0.

Beispiel 4.14 (Stabilitéitsgebiet des expliziten Euler-Verfahrens)

Fiir das expliziten Euler-Verfahren angewendet auf das Modellproblem gilt yir1 = yi+h y; = (1+hN)y;.
Sei y; die Eulerlosung zu den Anfangsdaten yg und g; die Eulerlésung zu den Anfangsdaten gy = yo — €9 mit
leo| < 1. So erfiillt die Differenz ¢; = y; — g; die Gleichung

y/ = /\y’ fir \e C (49)

€it1 = Yit1 — i1 = (L+hN)yi — (L + hA)g = (1 + h\)e;.

Somit gilt .
€ = (]. aF h)\)ei,l =...= (]. + h)\)zeo.

Ist [1 + hA| < 1, so wird der Anfangsfehler ¢y im Laufe der Iterationen geddmpft. Im vorherigen Beispiel ist
A = —100, woraus sich ergibt, dass h < 0.02 sein muss damit solche Fehler gedampft werden.

Definition 4.15 (Absolute Stabilitét)
Lisst sich ein Einschrittverfahren angewendet auf (4.9) schreiben als y; = F(Ah)y;—; fiir eine Funktion
F:C — C, so heifit

/

B:={peC: |F(u| <1}
das Gebiet absoluter Stabilitét. Ist B N {R<o x R} = {R<g x R}, so heifit das Verfahren absolut _stabil.
. TR Lot sabl_»
Lemma 4.16
Das Stabilitidtsgebiet des expliziten Euler-Verfahrens ist B = {u € C : |1 4+ u| < 1}, also eine Kugel mit

Mittelpunkt (—1,0)" und Radius 1.
Das Stabilitiitsgebiet jedes expliziten Runge-Kutta-Verfahrens 2. Ordnung ist B = {u € C : [1+pu+pu?/2| < 1}
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Beweis. Das explizite Euler-Verfahren fiir (4.9) ist y;+1 = y; +hAy; = (1+h\)y;. Daraus folgt F(u) = 1+ p.
Die Definition liefert die Behauptung.

Fiir das Runge-Kutta-Vefahren 2. Ordnung gilt

Yir1 = yi +ahf(xi,yi) + 0hf(x; + ah,y; + Bhf(zi,vi))

mit ¢ + b =1 und ba = b8 = 1/2. Somit erhalten wir fiir (4.9)

h2)\2
Yir1 = Yi + ah)hy; + bh\(y; + BhAy;) = (14 (a + b)hX + bBRZN?)y; = (1 + h)+ 5 > i

und F(p) =1+ p+ p?/2. 0

I(Ah) :

e RK4. Ord.
e RK3.0rd. |
e RK2.0rd.

R(AR) ’
11 l

Abb. 4.4: Stabilitédtsgebiet des expliziten Euler-Verfahrens (links) und der expliziten Runge-Kutta-Verfahren
2.-4. Ordnung (rechts).

Explizite Verfahren basierend auf Taylorreihenentwicklung sind niemals absolut stabil, weil F(u) = 1 +
aip + asp? + - - . Das einfachste absolut stabile Verfahren ist das implizite Euler-Verfahren. Dazu wird das
Rechteck zur Approximation des Flicheninhalts [**** f(¢,y(¢)) dt nicht iiber den Punkt (2, y(;)) sondern

iiber (z;41,y(x;41)) definiert. Dies liefert '

Ti+1 Ti+1

@t y(t)) dt = y(x;) +/ f@ipr,y(@ip)) dt = y(x:) + hif(vig1, y(Tig1))-

T

y(@iv1) = y(z:) +/

Somit ist das implizite Euler-Verfahren gegeben durch

Yo = y(zo), Yit1 = Yi + hif (@1, 0i41), 0<i<n—1. (OLS"Z"/ Sh"l)

Es kann gezeigt werden, dass der Fehler des implizite Euler-Verfahrens sich ebenfalls linear in h verhélt.

Beispiel 4.17
Sei wieder
y' = —100y + 100, (0.05) = e~° + 1 ~ 1.00673.

VdK liefert die exakte Losung y = 190 4 1 und das implizite Euler-Verfahren zur Approximation dieser
reduziert sich auf

y: + 100k

i1 = Ui + hf(Tiv1, Yiv1) = yi — 100hy; 100h .
Yirr = Yi + hf(Tit1, Y1) =y Yit1 + S Y= T 700m

Weil y € C'*° reduziert sich der Fehler linear in der Schrittweite h. Bereits fiir grofle Schrittweiten beobachten
wir folgendes stabiles Verhalten.


Highlight
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h=0.05 h =0.02

Z; Yi y(i) — i T Yi y(wi) —yi
0.05[1.006730| 7.9470-10~5([0.05(1.006730| 7.9470-10~°
0.10/1.001121| -1.0763-10—3/|0.07|1.002243| -1.3315-10~3
0.15[1.000186| -1.8664-10~%{[0.09(1.000747| -6.2437-10~*
0.20/1.000031| -3.1155-10°{|0.11|1.000249| -2.3256-10—*
0.25[1.000005| -5.1929-106{/0.13/|1.000083| -8.0826-10~°
0.30{1.000000| -8.6548-10~7{/0.15/1.000027| -2.7390-10~°
0.35/1.000000| -1.4425-10~7{|0.17|1.000009| -9.1904-10~6
0.40[1.000000| -2.4041-10~8{[0.19(1.000003| -3.0717-10~6
0.45[1.000000| -4.0069-10~9{[0.21{1.000001| -1.0250-10~6
0.50{1.0000001-6.6781-10~12(/0.23|1.000000| -3.4182-10~"
v 0.25(1.000000| -1.1396-10~7
0.27(1.000000| -3.7989-10—8
0.29(1.000000| -1.2663-10~8
0.31/1.000000| -4.2212-10~°
0.33[1.000000| -1.4071-10~9
0.35[1.000000|-4.6902-10—10
0.37/1.000000|-1.5634-10—19
0.39/1.000000|-5.2114-10— 11
0.41[1.000000|-1.7371-10~
0.43|1.000000|-5.7903-10~12
0.45(1.000000|-1.9300-10 12
0.47(1.000000|-6.4326-10—13 /
0.49(1.000000(-2.1427-10~13

Lemma 4.18
Das Stabilitdtsgebiet des impliziten Euler-Verfahrens ist B = { € C : |1 — pu| > 1}, also der ganze C ohne
die Kugel mit Mittelpunkt (1,0)" und Radius 1. Insbesondere ist das Verfahren absolut stabil.

Beweis. Das implizite Euler-Verfahren fiir (4.9) ist y;11 = u; + hAyis1, also yir1 = (1 — hA)~ly,;. Daraus
folgt F(pu) = (1 — p)~ L. Die Definition liefert die Behauptung. 0

\
W\ N
\
\
\ \\\
NN

\
AY
\\
\

7 R(\L
7 (Ah)

4 - -
1 ' - -
-
-

AN
\

- < s

Abb. 4.5: Stabilitdtsgebiet des impliziten Euler-Verfahrens.

Wie das allgemeine explizite Einschrittverfahren lassen sich implizite Einschrittverfahren allgemein schreiben
als

Yo =Y(x0), Yit1 = ¥i + ¥ (@i, vi, Yig1, hi) (4.10)

mit einer Methodenfunktion ¥. Weil y;41 auch in ¥ vorkommt, ist das Verfahren implizit.

Der Vorteil impliziter Verfahren liegt darin, dass sie absolut stabil sind, also grofie Schrittweiten h zulas-
sen. Jedoch muss in jedem Zeitschritt bzw. Iterationsschritt eine potenziell mehr dimensionale nicht-lineare
Gleichung gelost werden. Genauer ein Fixpunktproblem. Dieses Fixpunktproblem kann mit der Banachschen
Fixpunktiteration gelost werden, wenn die rechte Seite eine Kontraktion ist.
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Satz 4.19
Sei ¥ in y;+1 (der dritten Komponente) Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L. Ist h; hinreichend klein,
wobei h; < L1 hinreichend ist, so ist (4.10)) eindeutig lsbar.

Beweis. Sei (n) = y; +h¥ (i, yi, 1, hi). Yit1 ist eine Losung von (4.10) genau dann, wenn es die Fixpunkt-
gleichung

Yitr1 = V(Yi+1)
erfiillt. Offensichtlich ist ¥ Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante h;L, denn

lv(n) =) = llyi + hi® (zi,yi,m, hi) — yi — ¥ (4, yi, 0, ha) ||
= hz”W((Eza Yiy 1, hi) - W(xiay'hﬁa hi)”
< hiL||n —7q]|.

Ist h; < L™, so ist 1 eine Kontraktion und der Banachsche Fixpunktsatz liefert die Behauptung. O

Der Beweis der Konvergenz impliziter Einschrittverfahren ist denkbar einfach wenn man die Konvergenz
expliziter Einschrittverfahren bereits bewiesen hat. Denn zu jedem impliziten Einschrittverfahren gibt es ein
dquivalentes explizites Einschrittverfahren.

Lemma 4.20

Sei das impliziten Einschrittverfahren (4.10]) gegeben. Die Methodenfunktion ¥ sei Lipschitz-stetig beziiglich
y; und y;11, und sei 0 < h < hy fiir ein hinreichend kleines hg. Dann existiert ein @(x, y, h) mit &(z;, y;, hi) =
(2, Yi, Yit1, hi ), das Lipschitz-stetig beziiglich y; ist.

Beweis. Nach Satz ist (4.10) eindeutig losbar. Nach dem Satz iiber implizite Funktionen existiert damit
eine Umkehrfunktion ¢ (x, y;, h;) mit y;+1 = ¥(x;, v, hi), wobei ¢ Lipschitz-stetig beziiglich y; ist. Setze

P(z,y,h) = ¥(z,y,(z,y,h), h).
Fiir die Lipschitz-Konstante gilt dann L p.g1. y < Ly p2g1. y + Lw b2gl. yit1Ly bzgl. y- O

Laut Satz lasst sich das nicht-lineare Gleichungssystem (4.10)) mit der Banach’schen Fixpunktiteration
16sen falls h < L=, Fiir groe h > L~! wird (4.10) als Nullstellenproblem,

finde yir1 € R" 0 yix1 —yi — hi¥ (%4, Yi, Yig1,hi) =0

formuliert und numerisch gelést. In beiden Fillen wird y; (konstante Extrapolation) als erste Niherung an
Yi+1 genommen.
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Berechnung von Nullstellen

5.1 Bisektionsverfahren

Fiir ein gegebenes f € C°(I) mit I = [a, b] ist eine Nullstelle * € I zu finden, d.h. f(2*) = 0 ist zu losen.

Satz 5.1 (Zwischenwertsatz)
Sei f € C°([a,b]). Dann existiert zu jedem X € [0,1] ein z* € [a,b] mit f(x*) = Af(a) + (1 — ) f(b).

Korollar 5.2 (Nullstellensatz)
Sei f € C%[a,b]) mit f(a)f(b) < 0. Dann existiert ein z* € [a,b] mit f(z*) = 0.

Das Bisektionsverfahren basiert auf der trivialen Feststellung, dass fiir die Naherung © = m := (a + b)/2
an z* gilt |z — z*| < (b—a)/2 = |I|/2. Geht die Linge des Intervalls I welches z* beinhaltet gegen Null,
so muss der Mittelpunkt dieses Intervalls gegen die gesuchte Nullstelle x* gehen. Dies fiihrt zu folgendem
Algorithmus, graphisch dargestellt in Abbildung

Algorithmus 5.1 Bisektionsverfahren fiir f(z*) =0
1: Wéhle ag < bp € R mit f(ao)f(bo) < 0 und tol > 0

2: for k=0,1,... do

3: Setze my, = (ax + bi)/2

4: if |f(my)| < tol then

5: Stop

6: end if

T if f(ar)f(mi) <0 then

8: Setze agt1 = ar und byy1 = my
9: else

10: Setze ar+1 = my und br+1 = b
11: end if

12: end for

Beispiel 5.3
Sei f(z) = 2% — 2, I = [0,400]. Also ist mo = 200 die Startniherung an x* = /2. Das Abbruchkriterium ist
|f(my)] < 1071, Fiir den Fehlerplot siehe Bild

Satz 5.4
Sei f € C°(Iy) mit Iy = [ag, bo] und f(ag) f(bo) < 0. Wenn die Intervallfolge I}, = [ay, bx] nach Algorithmus
konstruiert wurde, dann gilt

1oap < apyr Sbppr < by

2. |Ii| = 27k |1,

3. |(ak + bk)/2 — {L‘*| < 2_(k+1)|10‘

Beweis. Teil 1. folgt sofort aus der Konstruktion. Ebenfalls aus der Konstruktion folgt unmittelbar
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f()

Abb. 5.1: Visualisierung des Bisektionsverfahrens.

102R | -©- Bisektionsfehler

07t

10—/1 |

10—7 |

10—10 |

10—13 -

10-16 ! ! ! ! ! !
0 10 20 30 40 50 60

Abb. 5.2: Bisektionsfehler |my, — v/2| gegen Anzahl an Iterationsschritten abgetragen, mg = 200.

2 k
1 1 1

I :717 = — 17 — . — — I.

il = 5 k-1 <2> 12| (2) T

Nach Konstruktion gilt f(ax)f(br) < 0 und somit nach dem Nullstellensatz z* € Ij. Folglich ist |(a +bx)/2—
x*| < 2711;|. Die Behauptung folgt mit Teil 2. O

Das Bisektionsverfahren ist numerisch stabil, konvergiert aber nur langsam. So ist nach 10 Iterationsschritten
die Fehlerschranke nur um dem Faktor 2719 = 1024~ ~ 1073 reduziert.

Es gibt weitere Nullstellenverfahren die deutlich schneller konvergieren und sich leicht fiir Nullstellenprobleme
in hoheren Dimensionen verallgemeinern lassen. Besonders prominent ist das Newton-Verfahren.

5.2 Newton-Verfahren

Ist die Funktion f glatter (mind. f € C1), so kann das Newton-Verfahren eine Nullstelle unter Umstéinden
deutlich schneller finden als das Bisektionsverfahren. Die Grundidee basiert auf einer Linearisierung von f
um eine aktuelle Nidherung z* an x*. So gilt mit der Taylorreihenentwicklung in linearer Niherung

flx) ~ f(a*) + V(") (@ — ")
Fiir x = a* ist also
f@*) =0r fa*) + Vi@") (" —2") & " ~a® V@) ).

Die Grofle
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2 = ok V() ()

verwenden wir als neue Niherung an z* und linearisieren f nun um z¥+1. Dies liefert den Algorithmus
Dabei wird anstatt das Inverse der Jakobimatrix V f(x*) zu berechnen nur das dazugehérige LGS (Newton-
Gleichung)

Vf(a*)d" = —f(a") (5.1)

mit ¥t = 2% +d* gelost. Der Vektor d* € R™ heifit Inkrement bzw. Suchrichtung. Um den Konvergenzradius
bzw. die Konvergenzeigenschaften im pré-asymptomatischen Bereich zu verbessern, wird hiufig dj mit einem
tr € (0, 1] skaliert.

Algorithmus 5.2 Lokales Newton-Verfahren fiir f(z*) =0

1: Wihle z° € R™ und tol > 0
2: for k=0,1,... do

3: if || f(z*)|| < tol then

4: Stop

5: end if

6: Lose das LGS Vf(2")d* = — f(2*) nach d* € R®
7 Setze ¥t = zF 4 d*

8: end for

v

Abb. 5.3: Visualisierung des Newton-Verfahrens.

Beispiel 5.5
Sei f(z) = 22 — 2 und 2° = 200 die Startniherung an z* = /2. Das Abbruchkriterium ist |f(z*)| < 1071°.
Fiir den Fehlerplot siehe Bild

5.2.1 Technische Hilfsresultate

Um einen allgemeinen Konvergenzbeweis zu fithren benétigen wir mehrere Hilfsaussagen.

Definition 5.6
Sei {z*} C R™ eine gegen x* konvergente Folge.

1. 2% — z* linear, falls ein C € [0,1) und ein ko € N existieren mit

k4+1 _ %
| ot < Clla* —a*| k> ko & lm 12—l

e g —

=C.
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10°% —— Newton-Fehler
-©- Bisektionsfehler
107t ]
1074 | ]
1077 | ]
10—10 - -1
10—13 |- -1
10-16 L
0 10 20 30 40 50 60

Abb. 5.4: Newton-Fehler |z* — /2| und Bisektionsfehler |mj — v/2| gegen Anzahl an Iterationsschritten
abgetragen, z° = mg = 200.

2. 2% — x* superlinear, falls eine Nullfolge € — 0 und ein kg € N existieren mit

k+1 _ %
l2F 4! — 2| < egplla® —2*|| Yh>ko < lim kaixﬂ =0.
k—oo ||k — x|
3. 2% — 2* quadratisch, falls ein C' > 0 und ein kg € N existieren mit
k+1 _ %
|25+ — 2| < Clla* —2*|2 Yk >k < lim = I .

Fiir eine s-mal stetig differenzierbare Funktion f : A — B schreiben wir kurz f € C*°(A4; B).

Lemma 5.7 (Mittelwertsatz in Integralform)
Sei f € CY(R";R™), dann gilt

@) = F) + / Vi +7(z — )@ — y)dr.

Im Folgenden brauchen wir die durch die Vektornorm || - || induzierte Matrixnorm
Mz
= s WL s
serm\{o} || z€R™, [[z]|=1

fiir jede Matrix M € R™*". Die Norm im Zéahler kann eine andere sein als im Nenner, insbesondere wenn
n # m.

Bemerkung 5.8
Fiir induzierte Matrixnormen gilt die Vertraglichkeitsbedingung

€T
]| M

[l

|Mef = ]

T

= et = s iassliel = o,
[Ea 2€R”, || z||=1

Lemma 5.9

Sei f € CY(R";R™) und z* — z* eine konvergente Folge.

1. Es gilt
f @) = f@*) = ViR b — o))

Tk —x* ||£Ek —LE*H

=0.

2. Ist Vf um x* lokal Lipschitz-stetig, so existiert ein ky € N und eine Konstante C' > 0, so dass

I£ (") = f(@*) = Vf(a")(@" —a)| < Clla® = 2*|]* Yk > ko.
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Beweis. Teil 1: Additionen von Null, Dreiecksungleichung und die Vertréiglichkeitsbedingung der Ma-
trixnorm liefert

£ (") = f(2*) = V(") (@" = a)| = If (") = f(a*) = V(@) (@" = 2*) + [Vf(2") = VF(a")](=" —a")]
<If @) = fl@) = V(@) (@ =) + |V f(2*) = VF")[|2* - 27|

Aus der Definition der Ableitung und Vf € CY(R™; R"*") folgt

I1f (%) — f(z*) — Vf(x’“)(fﬂ’“ — )|l

0< lim
kY _ _ *) _ k k _ %
g WO =) Il IV - VG -]
zhk—x* Hl’k*l’ || kx> kafl’*”
=0.

Teil 2: Der Mittelwertsatz Lemma [5.7] liefert
1
f@®) = f(a*) = V(") (" —x*):/o Vi + (" —2%))(@" —2") dr — Vf(a")(a* —2%)

— /O [Vf(a:* + 7(zF — %)) — Vf(xk)] (2% — 2*) dr.

Folglich erhalten wir mit der lokalen Lipschitz-Stetigkeit von V f sobald k hinreichend grof} ist, dass
1
1f(@") = fa*) = Vf(a") (2" —2%)| < /0 IV f(z* +7(a* = a%)) = Vf(a")|[l«* - 2*| dr
1
< La* — $*||/ lo* — o + 7(a* — %) dr
0

1
= L||xk 7:17*||2/ |7 —1|dr
0

L
= Sl =2,

wobei L die Lipschitz-Konstante von V f ist. a

Lemma 5.10
Sei M € R™™ mit ||M| < 1. Dann ist I — M regulér mit

1

I-M)Y<—FF0-.

Beweis. Fiir © € R™ beliebig gilt mit der Dreiecksungleichung (||z| = ||z — Mz + Mz| < ||@ — Mz||+ ||Mz]||)
und der Vertraglichkeitsbedingung fiir Matrixnormen

I = M)z| = |l — Ma|) > flal| - [ Mal| = (1 - [M])]Je]. (5.2)

Weil | M| < 1ist 1— || M| > 0 und folglich ist (I — M)z # 0 fiir # # 0. Dies bedeutet, dass I — M regulér
ist. Es hat nur den trivialen Kern ker(I — M) = {0}. Fiir x = (I — M)~ 'y mit y € R™ beliebig folgt aus (5.2,
dass

lyll = (@ = [IMDIIL = M)yl
Mit der Definition der Matrixnorm erhalten wir nun die Behauptung

I—M)™! 1
||(I— M)—lll .= sup H( ) y” < .
yeRm\{0} Iyl 1 —[|M]]
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Lemma 5.11 (Banach-Lemma)
Seien A, B € R™*™ mit ||I — BA| < 1. Dann sind A und B regulér mit

B
.

_ Al
by |

11— BA|

Beweis. Sei M = I — BA. Nach Lemma ist I — M = BA regulidr. Wegen 0 # det(BA) = det(B) det(A)
sind det(B) # 0 und det(A4) # 0. Also sind A und B reguldr. Somit folgt aus I — M = BA, dass B~} =
A(I — M)~!, und mit Lemma dass

_ - Al

B7Y < AT = M)7Y < Hi

1B < AN =07 < =

Die zweite Abschitzung folgt analog mit A=! = (I — M)~'B. O

Lemma 5.12
Sei f € C'(R™;R") und z* € R™ mit V f(z*) reguléir. Dann existiert ein € > 0 und eine Konstante C' > 0, so
dass fiir alle z € U.(z*) Vf(x) regulér ist mit |V f(z)~1|| < C.

Beweis. Da V[ stetig in z* ist, existiert ein € > 0 mit

1

[Vf(z*) = V()| < AV @) 1|

Vo € Us(z¥).
Mit der Submuliplikativitit der Matrixnorm erhalten wir somit

1=V f@) Vi@ = V)T V(@) = V@I < IV TV - V@) <

N | =

Das Banach-Lemma liefert, dass V f(x) regulér ist mit

IVf(*) "

1=V v = AVl

1957 < =

Lemma 5.13
Sei f € CY(R";R™), 2* — z* eine konvergente Folge mit f(z*) = 0 und V f(z*) regulir. Dann existiert ein
ko € Nund ein 8 > 0, so dass

IF @) = Blla® —2*|| ¥ k> ko

Beweis. Da f € CY(R™;R") gilt nach der Definition der Ableitung

ey W@ — F@) — Vi) k)]

zhk—x* ka —x*||

=0.

Deshalb existiert fiir jedes € > 0 ein ky € N, so dass
I£ (") = fl@*) = Vf(a*) (@ —a*)|| <ella® —2*|| ¥ k> ko

Fiir e < ||[Vf(z*)71|7! gilt mit der Dreiecksungleichung (||z|| > |z + y|| — |ly|]), f(z*) = 0 und |jz|| =
IVf(@*) TV f @)zl < [IVF@) TV (@), dass
1F @) = [V f@)(@® —2*)I| = | f(@*) = f(z") = VF(a*) (" —2")]
> [[VF(*) M e - 2| — efla® — 2|
= Blla* — |
fir 8= ||V f(z*)"1|t —e>0. O

Dieses Lemma liefert iiberdies die Rechtfertigung fiir ein Abbruchkriterium im Newton-Algorithmus der Form
1f (@) < tol.
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Lemma 5.14
Sei f € CY(R";R") und z¥ — 2* eine konvergente Folge. Dann gilt fiir k — oo
1
/ |V f(z* + 7kt — %) — V(2| dr — 0.
0
Beweis. Aus 2% — x* folgt 2% +7(2*+1 —2%) — 2* gleichmiiBig fiir alle 7 € [0, 1]. Wegen V f € C°(R"; R"*")
gilt fiir alle € > 0 existiert ein kg € N, so dass
[Vf(@F + 7@t —2F) = Vf@@*)|| <e YEk>ko VTel01]
Folglich gilt

1

1
/||Vf(mk+7'(xk+1—xk))—Vf(x*)HdTS/ cdr=c Yk >k
0

0
O
Korollar 5.15
Sei f € CY(R";R") und z¥ — 2* eine konvergente Folge. Dann gilt fiir k — oo
1
/ IV f(z* + 7(z* —2%)) = Vf(z*)||dr — 0.
0
Lemma 5.16
Sei zF — 2* eine superlinear konvergierende Folge mit z* # 2*. Dann gilt
k+1 _ ok
T kil Y
koo ||zF — z¥||
Beweis. Mit der inversen Dreiecksungleichung (||x £+ y|| > | ||z]| — ||y|||) und der superlinearen Konvergenz
folgt
k+1 _ ok [ R TR T S R+l _
It N DNy I | DO sl PN
koo | ||zF — z*|| k—o0 |x* — x| koo |laF — x|
O

Dieses Lemma liefert iiberdies die Rechtfertigung fiir ein Abbruchkriterium im Newton-Algorithmus der Form
|zt — 2F|| < tol.

Satz 5.17
Sei f € C1(R";R"), 2¥ — 2* eine konvergente Folge mit 2% # 2* und V f(z*) regulir. Dann sind dquivalent

1. 2% — 2* superlinear und f(z*) = 0.

2.
o f @R + VIR M =2
5, kT — 7] -0
3.
EY +VAEOE )

v [kt — 2|

Beweis. ”3. = 1.: Addition von Nullen und anwenden des Mittelwertsatzes Lemma liefert

Fa*h) = fa™) = fah) = V@)@ = ab) + f(2F) + V(@) (@ -2t

/1 [Vf(xk + (P — 2P)) — Vf(x*)] (28T — 2Ry dr + f(aF) + V(@) (2P —2F).  (5.3)
0
Folglich ist

1
[P /0 IVF(@® + 7@t = ab)) = V@) drlla™ = 2®| + | f(2*) + V(") (@ =2
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Nach Lemma und Voraussetzung aus Teil 3. folgt die Existenz einer Nullfolge &, — 0 mit
IF @I < epfla®t -2t

Somit gilt mit #¥ — x*, dass f(zFT!) — 0 fiir K — oo was f(2*) = 0 impliziert. Nach Lemma existiert
ein 8 > 0 und eine kg € N mit
IF DI = Bl =[] ¥ k > ko.

Somit gilt fir k > ko
Blla™* — || < I < erlla®* = a®|| < ep (o™ = 2™ + [l2* — 27]]) -

Folglich liegt mit
€k k—o0

0
ek =]~ B —ex

fiir £ hinreichend grof8, so dass 8 — €, > 0, superlineare Konvergenz vor.
"1. = 3.: Weil f € C'(R™;R") lokale Lipschitz-Stetigkeit impliziert, folgt aus 2*¥ — z* die Existenz einer
Konstante L > 0 und eines Index kg € N mit

1£ (") = f@)]| < La* = 2*|| ¥ k > ko.

Wegen f(z*) =0 gilt damit

k+1

451 =) ok el

k
[ =2 o — b I

1F DI = 11 £ ") = fe®)ll < L

T

Lemma und die Definition der superlinearen Konvergenz implizieren jetzt die Existenz einer Nullfolge
Ep — 01 mit
I F @] < epfla®tt —a®).

Aus der Identitét folgt
1
1f(@®) + Vf(a*) (@ = a?)| < || f) +/ IV f(z® + 7@ = 2b)) = Vf ()| dr|a*t — ¥
0

1
< <5k +/ IVF(z" +7(a"t —ab)) = V()| dT) lz**+ — 2.
0

Jetzt folgt die Behauptung aus Teil 3. mit Lemma
72. < 3.: Hausiibung. ad

Satz 5.18
Sei f € CY(R";R"), ¥ — 2* eine konvergente Folge mit z* # z*, Vf(z*) regulir und V£ lokal um z*
Lipschitz-stetig. Dann sind &quivalent:

1. #F — 2* quadratisch und f(z*) = 0.
2. Es existiert ein kg € N und eine Konstante C' > 0 mit

1f(2%) + Vf(@®) (@ —a®)|| < Clla™*t = 2P v k> k.
3. Es existiert ein kg € N und eine Konstante C' > 0 mit

1f (@) + Vf@) (@ —2b)| < Clla*t = 2| ¥ k> ko.
Beweis. ”2. = 1.: Die Aussage 2. impliziert

N R G|

A [+ = 2] =0

und somit folgt nach Satz bereits f(z*) = 0 wie auch z*¥ — 2* superlinear. Durch Addition von Nullen
erhalten wir die Identitdt
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VM) @M = at) = [£@") + V) @ = a)] = [f@") = f(@") = Vf(a")(@" —am)]. (5-4)

Lemma liefert jetzt die Existenz einer Konstante C' > 0 und eines Index kg € N, so dass fiir alle k > kg
V f(2¥) regulir ist mit ||V f(2*)~|| < C. Multiplikation von (5.4) mit V f(2*)~!, Normabschitzungen und
Division mit [|z% — 2*||? liefert

IIx’““—w*II<C(IIf(m’“HVf(w’“)(m’““—:E’“)II 2™+t —a® |2 |If(2*) = f(a*) = Vf(a?) (" —l’)|>.

lF == = 2+ = oF 2 [F o [GREIE

Mit Lemma [5.16] Lemma [5.9] und Voraussetzung aus Teil 2. folgt jetzt die quadratische Konvergenz.
”2. <= 1.: Aus der allgemein giiltigen Gleichung (5.4) folgt

1£ (@) + V(@) (@™ = a®)|| < |If(2") = f(@*) = V(@)@ = a)] + IV )" = 2]

Mit 0 < ||V f(z¥)| < oo fiir k hinreichend groff nach Lemma liefert die quadratische Konvergenz und
Lemma [5.9] jetzt
I£ (@) + V f(@®) (@™ = a®)| < Clla® — 27|
mit einer Konstante C' > 0. Lemma liefert damit die Behauptung aus Teil 2.
72. & 3.: Hausiibung. ad

5.2.2 Lokales Newton-Verfahren

Satz 5.19 (Konvergenz des lokalen Newton-Verfahrens)
Sei f € CHR™;R"), x* € R” mit f(2*) = 0 und Vf(z*) regulir. Dann existiert ein € > 0, so dass fiir jedes
20 € U (a*) gilt:

1. Das lokale Newton-Verfahren ist wohldefiniert und die erzeugte Folge {z*} konvergiert gegen z*.
2. Die Konvergenzgeschwindigkeit ist superlinear.

3. Ist Vf lokal um x* Lipschitz-stetig, so ist die Konvergenzgeschwindigkeit quadratisch.
Beweis. Nach Lemma, [5.12| existiert ein £; > 0 und eine Konstante C' > 0 mit
IVf(z) | <C VaecU.,(z%).

Insbesondere ist V f(z) regulidr in dieser Umgebung. Nach Lemma existiert ein weiteres €2 > 0 mit

[f(x) = f(2") = Vf(z)(@ —2")] < %va -2t VaeUs, ()

mit derselben Konstante C' von oben. Sei ¢ = min{ej, ez} und 2° € U.(z*). Dann ist ! wohldefiniert, weil
V f(2°) invertierbar ist und damit die Newton-Gleichung (5.1]) (eindeutig) l6sbar ist. Weiterhin gilt

e — ") = 2 2° = V() F)] < [VF) T ITE0) ~ @) = V) a0 — )] < a5la ],

k

Damit folgt, dass 2! € U.(x*) und somit gilt per Rekursion, dass #* immer wohldefiniert ist und

k
1 1
o~ a7l < glett—atl << (5) 0ol k=01

Insbesondere konvergiert ¥ — 2* linear. Wegen der Newton-Gleichung (5.1]) ist
f@®) + V@) @ -2 =0, k=0,1,...
und die behaupteten Konvergenzgeschwindigkeiten folgen direkt aus den Sétzen [5.17] und [5.18 O

Beispiel 5.20

Die Voraussetzung Vf(z*) # 0 ist fiir die superlineare bzw. quadratische Konvergenz wichtig, aber nicht
fiir das Verfahren selbst. So konvergiert das Newton-Verfahren fiir f(z) = 2% immer noch linear. Fiir den
Fehlerplot mit zop = 200 siehe Bild
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1020 —+— Newton-Fehler fiir f(z) = 2% — 2
T8 -6 Newton-Fehler fiir f(z) =22 -0

10—10 |

10—13 -

10-16 I I I I I I
0 5 10 15 20 25 30 35

Abb. 5.5: Newton-Fehler gegen Anzahl an Iterationsschritten abgetragen, 20 = 200.

5.2.3 Inexaktes Newton-Verfahren
Das Losen der Newton-Gleichung (5.1)), also das Finden eines d* € R™, so dass

Vf@a*)d" = —f(z")
kann in hohen Dimensionen sehr aufwindig sein. Da die neue Losung 2*+! sowieso in einem weiteren Newton-
Schritt verbessert werden muss, kommt es gar nicht darauf an, dass die Suchrichtung/Inkrement d* exakt
ist, sondern sie muss nur grob in die richtige Richtung zeigen. Wir wollen die Newton-Gleichung nur noch
niherungsweise mit einem iterativen Verfahren (siehe Vorlesung wissenschaftliches Rechnen) losen. Sei n, > 0
eine gegebene Toleranz. Die Newton-Gleichung wird jetzt abgeindert zu dem unterbestimmten Problem:
Finde ein d* € R, so dass

IV £(=")d" + £ @) < mll £ )] (5:5)

Algorithmus 5.3 Inexaktes lokales Newton-Verfahren fiir f(z*) =0

1: Wihle z° € R" und tol > 0

2: for k=0,1,... do

if || f(z*)|| < tol then

4 Stop

5 end if

6: Wahle i, > 0

7 Finde ein d* € R™: ||V f(z*)d* + f(z*)|| < mel f(z®)| (durch iterativen Loser fiir die Newton-Gleichung (5.1)))
8.

9:

: Setze zFt! = z* + d*
end for

Satz 5.21 (Konvergenz inexaktes lokales Newton-Verfahren)
Sei f € CL(R™;R"), z* € R™ mit f(2*) = 0 und Vf(z*) regulér. Dann existiert ein € > 0, so dass fiir jedes
20 € U (z*) gilt:
1. Ist my, < 7 fiir ein hinreichend kleines 7 € (0,1), so ist das inexakte lokale Newton-Verfahren [5.3| wohlde-
finiert und die erzeugte Folge {*} konvergiert linear gegen x*.
2. Falls n, — 0, so ist die Konvergenzgeschwindigkeit superlinear.

3. Ist n, < O/ f(z*)] fiir eine beliebige Konstante C' > 0, und ist V f lokal um x* Lipschitz-stetig, so ist die
Konvergenzgeschwindigkeit quadratisch.

Beweis. Weil f € CY(R";R") ist f lokal Lipschitz-stetig, d.h. es existiert ein 1 > 0 und ein L > 0, so dass
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) + V) (@ — 2)

\/

Abb. 5.6: Visualisierung des inexakten Newton-Verfahrens.

If@)l = f(z) = f@)| < Lljz —z™|| V2 € Us, (z%).
Nach Lemma [5.12] existiert ein €5 > 0 und eine Konstante C' > 0 mit
||Vf(x)71|\ <C VuzeU,(z").

Insbesondere ist V f(x) reguldr in dieser Umgebung. Nach Lemma existiert ein drittes €3 > 0 mit

[f(2) = f(&") = Vf(z)(z —2")] < %HI -zt Vo e Ugy(a™)

mit derselben Konstante C' von oben. Sei € = min{ey, 9,63} und 7 = (4CL)~L. Fiir 2° € U.(2*) ist V£ (z?)
reguldir und damit hat (5.5) mindestens die Losung d° = —V f(z°) =1 f(2°). Folglich ist 2! wohldefiniert.
Weiterhin gilt
ot — 2| = [|2° — 2 + d°|
= (2% —a* = V(@) f(@®) + V()T (VF()d + f(2) |
< IV T (2°) = f@®) = V() (@ — 2| + IV £ (2")d® + f(2°)])

1
<0 (gl — ="l + mll s )

1
< — + 7L 0 _ g
<0 (qg+nn) I - o)

k

Damit folgt, dass ! € U.(x*) und somit gilt rekursiv, dass ¥ immer wohldefiniert ist und

k
1 1
xk—x*Hg2||xk_1—ac*||§-~-<<2> ||.I‘O—CL’*H, k=0,1,...

Insbesondere konvergiert z* — x* linear.
Um die garantierte Konvergenzgeschwindigkeit zu superlinear zu verbessern erhalten wir analog zu oben

e+t — 2| < V)T (1 (") = @) = VF@@P) (@ —a)| + [V f(@®)d" + f(2")]])
< C(If@") = fl@) = V()@ =) +mell f ("))
k * k k *
o (VL) DI = Y s ey

[k — ]|

Mit Teil 1. des Lemmas und 7, — 0 geht der Faktor vor ||z* — 2*|| gegen Null. Es liegt also superlineare
Konvergenz vor.
Wieder analog zu oben erhalten wir
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:E*

&1 — 7| < € (IFF) = F) = V) =29+ mell F@)])
< C (17" = 1) = V@) — )]+ CllIH)1?)

<o (M=K FIE 20 oy ot

[k — 2|2

) )
) )

Lemmas [5.9] Teil 2. liefert jetzt die quadratische Konvergenz. O

Bemerkung 5.22

Im vorherigen Satz wurde fiir die lineare Konvergenz bendotigt, dass 7 € (0,1) hinreichend klein ist, ohne
dass 7] praktisch berechnet werden kénnte. Wiederholt man die Analysis mit der gewichteten, aber i.A. nicht
berechenbare, Norm || - ||« = |[Vf(z*) - || (die Regularitit von Vf(z*) impliziert, dass || - ||« wieder eine
Norm ist), so ldsst sich lineare Konvergenz in dieser Norm fiir alle 77 € (0, 1) zeigen. Weil alle Normen im R"
dquivalent sind, konvergiert somit das inexakte Newton-Verfahren in jeder Norm fiir 7 € (0,1), aber nicht
mehr notwendigerweise linear.

Beispiel 5.23

Sei f(z) = 22 — 2 und 2° = 200 die Startnidherung an z* = /2. Das Abbruchkriterium ist |f(z*)| < 1071°.
Die Newton-Gleichung wird mit der Splitting-Methode, d**! = d*'/2 — f(z*)/(42*) fiir i = 0,1,2,...
und d*0 = 0, gelost. Gleichung definiert das Abbruchkriterium fiir diese Fixpunktiteration (Fiir die
Konvergenz vergleiche VL ”wissenschaftliches Rechen”). Es wird 7 = 0.5 (lineare Konvergenz), n, = 0.5(k +
1)=3 — 0% (superlineare Konvergenz) und 7, = 10~°|f(z*)| (quadratische Konvergenz) gewihlt. Das Bild
zeigt die Verhiltnisse |[2F+1 — 2*|/|2% — 2*| und |2*+! — 2%|/|2% — 2|2

10°
I 1o ‘l’k+1—x*‘/|l’k—iﬁ*|,7’]k505

= L = |k — ] = 0.5k + 1)
*; — |xk+1 _ .Z'*l/"Lk _ IL’*‘?, e = O5(l{+ 1)—3
{7 1M = /lat = 27 e = 1070 f (b))

e It |/t — a2 e = 1070 ()

10¢|

10°

107

10" |

0:
10°gs

[0}

107" |
L os

102}

107°

Abb. 5.7: Newton-Fehlerquotienten gegen Anzahl an Iterationsschritten abgetragen.

5.3 Weitere Nullstellenverfahren

Im Folgenden werden Modifikationen des Newton-Verfahrens und das mit dem Newton-Verfahren eng ver-
wandte Sekanten-Verfahren betrachtet. Von zentraler Bedeutung ist die prézise Bestimmung der Konvergen-
zordnung des Fixpunkt-Verfahrens.

Satz 5.24
Die Funktion ¢ : D(¢) C R — R sei (p + 1)-mal stetig differenzierbar und habe einen Fixpunkt z* € D(¢).
Ferner sei p > 2 und

d*)=...=¢oP V(@) =0 und ¢P(z*) #£0.

Dann konvergiert die Fixpunktiteration xx11 = ¢(xy) lokal gegen z* mit der Ordnung p.
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=0 und ¢ € CP™! gilt in einer abgeschlossenen Umgebung U.(z*) C D(¢) von z* mit

Beweis. Mit ¢'(x*)
| < g <1furalle z € Uga*). Zusitzlich liefert der Mittelwertsatz, dass

e >0, dass |¢'(x)

1
6(0) — 6| < [ 16+ tly—2)llo — vl de < glo 3| Yoy € V(o)
0
Speziell fiir y = z* gilt somit
6(2) — 27| = 6(x) — (z")| < alo — 57| Sqe <€ Vr € Ul(a).
Damit ist ¢ : Uc(z*) — Ue(z*) eine Kontraktion und der Banachsche Fixpunktsatz liefert die (lineare)

Konvergenz.
Das Taylorpolynom von ¢ entwickelt um z* liefert

* £ Qs(l)(x*) *\1 *|p+1
Tpt1 = ¢(zy) = ¢(z") + E T(l“k—ﬂ? )"+ O(|zg — 2*|P7)
— !

#) (4

:xﬁ+¢2f)@%fzﬂﬂ+om%fxﬂﬁw
#) (4

-+ M(xk 2P 4 Elap — 2*)P

p!
mit & = & (vx) = O(|z — 2*]). Da ¢P) (z*) # 0 existiert ein p > 0 mit U,(z*) C U.(z*) und

1 |p® (z* .
|M§2|;”vuem@y

Damit folgt, dass

1 |¢(P)(x*)‘ . 3|¢(p)(x*)‘
5 ; < -2 | < - ———F |z — 2P VY, € Uy(a”
2 pl |z — 2%|” < gy — 27| < 2 ! |z — 2| Tk p(z)
und die Konvergenzordnung ist somit genau p. a

Bemerkung 5.25
Unter den Voraussetzungen von Satz aber mit ¢() (z*) = 0 zuliissig ist die Konvergenzordnung mindes-
tens p.

5.3.1 Erneute Betrachtung des Newton-Verfahrens

Im folgenden sei zunédchst f : R — R hinreichend glatt mit einer Nullstelle z*. Das Problem f(z) = 0 wird
in das Fixpunktproblem

z =+ g(x)f(z) = o(z)

umgeschrieben. Hier ist g eine hinreichend glatte Funktion mit g(x) # 0 fiir alle € Uc(2*). Damit Satz
angewendet werden kann, muss gelten

¢ (%) =1+ 4 @) f(2") +g(a") f(z") =1+ g(z") f'(27) = 0,

also g(a*) = ﬁ;) Die naheliegende Wahl g(z) = ﬁi) liefert das ein dimensionale Newton-Verfahren

f(xx)

T = fzr)

Mit Satz [5.24] kann jetzt ein leichter aber dafiir schwécherer Alternativbeweis zur Konvergenz des Newton-
Verfahrens gefiihrt werden.

Satz 5.26
Sei f € C3(a,b) mit 2* € (a,b), f(z*) = 0 und f’(z*) # 0. Dann konvergiert das Newton-Verfahren lokal
(mindestens) quadratisch gegen x*.
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Beweis. Sei ¢(z) =z — L. Dann ist

fix)”
o) -1 TS @) @ @) @ @)
[f"(@)]? [ (@)]?
ey L@ f" (@) + f@) fP @)f' (@) = f@)f" (@) - 2f' () " (x)
¢ (.13) - / 4 .
[f"(2)]
Einsetzten von x* liefert ()
¢ (xz*)=0 und ¢"(z*) = )
Mit Satz und der darauf folgenden Bemerkung folgt die Behauptung. a

Als néchstes soll die Bedingung f/(z*) # 0 fallen gelassen werden, aber dennoch soll das Newton-Verfahren,
also

fiir U (2*) © & # a* weiterhin wohl definiert sein.

Beispiel 5.27
Sei f(z) = * mit o > 1. Dann konvergieren die Newton-Iterierten

x(kx 1 1 1 1 _(k+1)
€T = T — = _ T = ...= _ €T
k+1 k ozxi‘_l o) T o 0

linear gegen die Nullstelle * = 0.

Satz 5.28
Sei p € N\ {1}, f € CP*!(a,b) und x* eine p-fache Nullstelle von f, d.h.

fa)y=fla")=...= [P V@) =0 und fP(z*)#0.
Dann konvergiert das Newton-Verfahren lokal linear mit Fehlerkonstante C =1 — p~ 1.

Beweis. Die Taylorentwicklung liefert

Por@)(p* )
f@) = 1@+ 3 T a0l — ot
i=1 :
= TP (o a4 012 — 0

und analog

(= 2"+ O(|z — 2" P).
Damit folgt
1 * * 2
o(x) =$—];($—I )+ O(lz —2™[7)
und fiir das Newton-Verfahren x;1 = ¢(xy) gilt somit
* * 1 * * |2
[Ths1 — | = [d(a) — 2" = 1—5 lze — 2% + O(lay — 2*[7).

Damit ist die Konvergenz lokal linear mit Fehlerreduktionsfaktor C =1 —p~! — 1 fiir p — oo. O
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Bemerkung 5.29

Wird statt ¢(z) = 2 — ]{,((?) jetzt ¢(x) =z —p f,((?) gewihlt, also das Newton-Update skaliert, so erhalten

wir analog zum obigen Satz, dass

o(x) =2 — g(x —2*) + O(plz — 2*?) = 2* + O(|z — 2*|?)

und die Konvergenzordnung ist wieder quadratisch. Jedoch sind beide Verfahren, mit und ohne Skalierung,
numerisch instabil, weil f(z) und f'(x) fiir  — z* klein werden und zu Ausléschung fithren kénnen. Damit
sind beide Varianten sehr Rundungsfehler empfindlich.

Das Aufwendige beim (n-dimensionalen) Newton-Verfahren ist die Berechnung von Vf(z*)) sowie von
Vf(z®) =1 f(2*)). Beim vereinfachten Newton-Verfahren ist die Rechenvorschrift
2D = 2 _ v (@) (a®) (5.6)

mit einer festen Jakobimatrix V f(z).

Satz 5.30
Sei f € CHR™;R"?), z* € R" mit f(z*) =0und z € R". Gilt [ -V f(Z)" 1V f(z*)| < 1in einer Matrixnorm,
welche zu einer Vektornorm vertréglich ist, so konvergiert das vereinfachte Newton-Verfahren (5.6)) lokal linear.

Beweis. Offensichtlich gilt mit f(z*) = 0 und ¢(z) = z — Vf(z)"' f(z), dass ¢(z*) = z* und Vo¢(z) =
I —Vf(z)"'Vf(x). Mit den Voraussetzungen folgt jetzt, dass |[Vo(z)|| < ¢ < 1 in einer Umgebung von x*
ist. Die Behauptung folgt somit mit dem Banachschen Fixpunktsatz. O

Gerne wird Z alle K Schritte durch die aktuelle Tterierte zU%) aktualisiert, denn damit ist hiufig |1 —
V@)1V f(x*)|| < 1 und es kann eine ,,immer schneller werdende“ lineare Konvergenz beobachtet werden.

5.3.2 Das Sekanten-Verfahren

Die Idee beim Sekanten-Verfahren ist die Ableitung im Newton-Verfahren durch einen Differenzenquotienten
zu ersetzen und bereits erfolge Funktionsauswertungen wiederzuverwenden. Also

Flax) ~ flor) — f($k71)'

Tp — Tk-1

Ausgehend von den zwei Startwerten xg und z; erhalten wir die néchste Iterierte des Sekanten-Verfahrens
durch

Ty — Tp_1 flax) = Tp—1f(rr) — 2p f(Tr_1)

fzr) — f(wg—1) flzr) = f(zr-1)

Tatséchlich wird jetzt die Sekante anstelle der Tangente zur linearen Approximation von f verwendend, siehe
auch Abbildung

Tht1 = Tk — (57)

Lemma 5.31 (Verallgemeinerter Mittelwertsatz)
Fiir a,b € R mit a < b seien die Funktionen f,g € C°[a,b] differenzierbar auf (a,b). Gilt ¢’(z) # 0 fiir alle
x € (a,b), dann existiert eine Stelle ¢ € (a,b) mit

f) = fla)  f'(C)
g(b) —gla)  ¢'(¢)

Satz 5.32 (Sekanten-Verfahren)
Sei f € C?(a,b) mit z* € (a,b), f(x*) = 0, f'(z*) # 0 und f”(z*) # 0. Dann konvergiert das Sekanten-
Verfahren lokal gegen z* mit der Ordnung

p= (1 n \/5) ~ 1.61803.

N | =
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Lo T2 3 Z1

Abb. 5.8: Visualisierung des Sekanten-Verfahrens.

Beweis. Wegen f € C%(a,b) und f’(z*) # 0 ist f lokal um z* € (a,b) injektiv und damit ist das Sekanten-
Verfahren wohldefiniert. Der Konvergenzbeweis erfolgt in drei Schritten:
Schritt 1: Sei ef := z* — z. Mit (5.7) folgt

er—1f(xr) — erf(Tr—1)
flxr) = flrrp—1)

— e — € — €k—1 ) =
T ) P

also
Cht1  _ 1 ( flap—) — flzg) ): 9(zx) = g(wr—1)
exek—1  flzr) = flap-1) \@p—1 —2* 2% —2* f(@r) — f(2p-1)
mit
)= D wa gy - DL LI,
Die Funktion g kann durch g(z*) := —f/(z*) und ¢'(z*) := —0.5f"(x*) stetig differenzierbar in x = z*

fortgesetzt werden. Aus dem verallgemeinerten Mittelwertsatz Lemma folgt die Existenz eines (, zwischen
Tp—1 und xk, so dass mit der Taylor-Entwicklung folgt, dass

ert1 _ 9'(Ck) L f(G) + (G @™ =) 1 /" ()

ever—1  f'(C)  f'(Ck) (Cp — x*)? 2 (&)

mit einem 7 zwischen x* und (. In einer Umgebung von z* ist nach Voraussetzung die rechte Seite von
(5.8) beschrankt und wir erhalten

(5.8)

lert1] < (C - lex—1l]) lex|

fiir eine Konstante C' > 0. Sind xp und z; hinreichend nah bei z*, d.h. |eg] < C~! und |e;| < C~1, so
konvergiert der Fehler monoton und mindestens linear gegen Null.

Schritt 2: Sei
€ = ‘ek|
© lek—lP

mit p = % (1 + \/5) und 7 = log €;,. Wegen
1 2
p 1+

(VB-1)=p-1 (5.9)

B
DN | =

folgt mit (5.8)), dass

ort = lextal _ |6k+1|‘ -p — lext1]
lex[P fex] |ex]

1/p

lex| "™ = agler—1llex| P = arey

mit
£ (i)

Q=

21 £ (Ce)l”
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Das heifit
Ye+1 = logay — % (5.10)

Schritt 3: Jetzt liefert die Rekursionsformel (5.10)), dass

Tk logag—1 | Yk—1 -1\ ~1\"
Ye+1 =logay — — =logay, — ——— + — :...:Z — loga; + — | m.
P p p —\p p

Nach Voraussetzung existiert eine Umgebung um z* mit |f”| und |f’| nach unten durch ein § > 0 und nach

oben beschrinkt. Mit der monotonen Konvergenz aus dem ersten Schritt folgt jetzt die Existenz eines a > 0,
so dass |loga;| < a < oo fiir alle j € N. Wegen 1/p < 1 folgt somit

o0
|7k+1| < |’Y1| —&-aZp_j =(C<

j=1

fiir alle k& € No. Somit ist ez = exp(yx) € (exp(—C), exp(C)) und wir erhalten mit e, := |8L€l°1‘|p, dass
6_é|6k71|p < |€k| < eé|6k,1|p Vk € N.

Das Sekanten-Verfahren konvergiert also genau mit Ordnung p. a

Das Sekanten-Verfahren konvergiert langsamer als das Newton-Verfahren, braucht also mehr Iterationsschritte
um die selbe Fehlertoleranz zu unterschreiten, jedoch ist auch jeder Sekanten-Schritt billiger als ein Newton-
Schritt. Damit ist das Sekanten-Verfahren oft konkurrenzfihig zum Newton-Verfahren, jedoch ist es wegen
der Gefahr der Ausloschung numerisch weniger stabil.

Beispiel 5.33
Sei f(z) = cos(z) cosh(z)+1 mit f'(x) = cos(x) sinh(z)—cosh(z) sin(z), f(z*) = 0 fiir * ~ 1.875104068711961.
Weiters sei zp = 3 und (beim Sekanten-Verfahren) z; = 0.

10° \ 10°
—— Sekanten-Verfahren - lexr1]/]ex
ol - Newton-Verfahre " == |erpal/lexl?, p = (1+/5)/2 i
—- lex1l/lexl? ]

10" |

10° |

107° I
107" E

1077 1 |
1072 E
107° — I
1073 B E
107 1 i
L L L L L L L 10—4 L L L L L L
0 2 4 6 8 10 12 14 16 0 2 4 6 8 10 12 14

(a) Sekanten- bzw. Newton-Fehler gegen Anzahl an Ite- (b) Fehlerquotienten des Sekanten-Verfahrens gegen
rationsschritten abgetragen Anzahl an Iterationsschritten abgetragen

Abb. 5.9: Verhalten des Sekanten-Verfahrens.
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